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CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 


CHAPITRE I. 


DES QUESTIONS DE GÉOMÉTRIE PLANE QUI DÉPENDENT 
DES INFINIMENT PETITS DU PREMIER ORDRE. 


I. — Préliminaires. 


Conformément aux règles que nous avons suivies jusqu'ici, 
nous dirons qu'un point mobile est à l'infini, quand ce point 
sera susceptible de s'éloigner indéfiniment. 

Deux lignes fixés ne se coupent Jamais à l'infini, à pro- 
prement parler; deux courbes ne peuvent se rencontrer à l’in- 
fini qu’autant qu'on les considère comme limites de courbes 


variables. . 
Considérons deux courbes représentées par les équations 


_g(æ, y)=0, Y(X, y) = 0, 


des degrés ‘réspectifs m et n. S'il n’existe aucune: relation 


L. — Traité d'Analyse, 1. :: 1 
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entre les coefficients de ces courbes, elles se couperont en mn 
points réels ou imaginaires. Pour des valeurs particuhères 
des coefficients de © et %, certains points d'intersection 
auront pu disparaître, et, si l’on fait tendre les coefficients 
vers ces valeurs particulières, on voit les points qui vont dis- 
paraître s'éloigner indéfiniment; on peut donc dire que les 
points qui ont disparu sont à l'infini, et que deux courbes de 
degrés met n se coupent toujours en m7 points, en comptant 
ceux qui sont à l’énfenr. 


II. — Coordonnées homogènes. 


Il y a souvent un immense avantage à rep les coor- 
données d’un point, non plus par æ et y, mais par = Tet - De 


cette façon, les équations des courbes deviennent Ho 
en æ, y, 4, et il est facile de repasser de ces coordonnées 
homogènes aux coordonnées ordinaires; il suffit pour cela de 
supposer 4 — 1. Nous aurons plusieurs fois l’occasion d’ap- 
précier l'utilité de ces coordonnées. 

Pour oh moment, nous observerons que le changement de 


æety en — 214 F- n’altère pas le degré d’une courbe algébrique 


après l’évan M LE dénominateurs. Ainsi, parexemple, 
la droite représentée par 


ax + by +c=o0, 


x æ k j 
après le changement de x et y en — et , prend pour équation 
AND 
rire _ DR SEEN 
29 29 
ou 
(1) ax +by +cz— 


Quand on suppose que le z d’un point tend vers zéro, ce point 
se transporte à l'infini, si l’on suppose, comme on le fait tou- 
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Jours, que æ, y, z restent finis; l'équation 3 — 0 convient 
donc à tous les points situés à l’infini. 

Si l’on convient de dire que l'équation (1) représente tou- 
Jours une droite, quels que soient à, b, c, réels, imaginaires, 
nuls ou différents de zéro, cz — 0 ou 3—0 représentera une 
droite ayant tous les points à l'infini ; c’est ce que l’on appelle 
la droite de l'infini. 

Quand tous les points d’une courbe de degré m se sont 
transportés à l'infini, l'équation de cette courbe prend la 
forme cz” — 0; elle doit alors être considérée comme réduite 
à m droites confondues et transportées à l'infini. 

Les points à l'infini sur une courbe s’obtiendront en faisant 
3 = 0 dans l'équation rendue homogène de cette courbe; on 
dira alors qu’on l’a coupée par la droite de l'infini. 

‘Par exemple, la courbe du second degré 


AD? A'y2+ A°22+ 2Byz + 2B'x3 + 2B'xy — 0, 


coupée par la droite de l’infini z = o, fournit les points don- 
nés par les équations 


rte Ô et Ax?+ 2B"xy + A'y? = o. 


La dernière de ces équations fournit les directions 7 dans 
lesquelles les points s’éloignent sur la courbe; si cette équa- 
tion a une solution double en 2, deux points à l'infini doivent 
être considérés comme confondus, et l’on a 


B"2— A'A — 0; 


\ 


-[a courbe est une parabole. On peut donc dire que la para- 


bole souche la droite de l'infini, et que toute courbe du 
second degré qui touche la droite de l'infini estune parabole. 

On sait que l’ensemble des termes de degré le plus élevé 
dans une équation, égalé à zéro, représente le faisceau des 
directions asymptotiques. D’après ce que nous venons de 
voir, le faisceau des directions asymptotiques coupe la droite 
de l'infini aux mêmes points que la courbe elle-même. Les 
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droites asymptotiques sont, si l’on veut, des droites rencon- 
trant la courbe en un point à l'infini. 

Il était bon, je crois, de rappeler ces principes, à cause de 
leur grande importance. 


III. — Sur les tangentes aux courbes planes. 


La tangente à une courbe en un point M est, comme l’on 
sait, la limite vers laquelle converge une sécante passant par 
le point M, quand un second point d’intersection tend à se 
confondre avec le point M. Rapportons (Jig. 1) la courbe à 


deux axes Ox, Oy; si l’on considère la sécante MM! et les 
coordonnées OP — x, PM — y du point M, les coordonnées 
OP’ et PM du point M’ pourront être représentées par 
x + Ax et y + Ay,et l’on aura 


(1) NM'=Ay,  PP'=MN= Av. 
L ffici scan: NM' _Ay 
e coefficient angulaire de la sécante MM’ sera NN 
TX 


ce coefficient tend vers la limite =, quand Ax tend 


vers zéro, c’est-à-dire quand le point M’ se rapproche de M. 
Ainsi le coefficient angulaire de la tangente à une courbe 
est la dérivée de l'ordonnée du point de contact considérée 
comme fonction de l’abscisse. | 
Soit MK la tangente en M (et cette tangente n'existera 
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4 à +: . : : ; 
que si . lui-même existe), soit K le point où elle rencontre 


l’ordonnée P/M'; on aura 


NK — MN.» 
ou bien 


(2) NE A Vu Tr = dy. 


Ainsi la longueur NK est la représentation géométrique de 
la valeur de la différentielle dy. La longueur MK, différence 
entre Ay = NM’ et dy — NK, est donc du second ordre, et 
il en sera de même de la distance du point M à la tangente MK 
a fortiort; donc 

La distance d’un point d’une courbe à la tangente 
menée par le point infiniment voisin est du second ordre. 


% 


IV. — Équations diverses de la tangente. 


L'équation de la tangente à une courbe en un point donné 
de la courbe est facile à écrire, quand l’ordonnée de ce point 
est connue en fonction de l’abscisse, puisque l’on connaît 
son coefficient angulaire. On peut d’ailleurs la trouver direc- 
tement comme il suit. Soient +, y les coordonnées du point 
de contact M; æ + Ax, y + Ay ceux d’un point voisin M’ 
pris sur la courbe; en appelant X et Y les coordonnées cou- 
rantes, l'équation de la sécante MM! sera 


Ex né 
Men VERRE Se 
et, quand M se confond avec M, 
(1) VPN em) 


c’est l'équation de la tangente. Quand y et x sont donnés en 
fonction d’un paramètre {, on désigne par y'et x'les dérivées 
de æ et y relatives à {, et l’on a 
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la formule (1) devient alors 
(Y=y)z' —(X—zx)y=0;, 
ou encore 
(2) (Y—y)dx —(X --x) dy = 0. 


Quand x et y sont liés entre eux par une relation de la 
forme 


(3) f(x, y) —0, 
On a 
C\ SR 
dc VIE A 


LM 


0 ; 
f, et f: désignant, pour abréger, a, à l'équation (1) devient 


dy 
alors, en remplaçant 7 a par cette un 


(4) (Y—y)f2+(X —2x)fi=o. 


Nous indiquerons encore un autre moyen de parvenir à cette 
équation : la formule (3) différentiée donne 


fa dx + f2 dy = 0, 


. . A l = 4 = Li j 
ét fait connaître 7, ou des quantités proportionnelles à dx, 
dx 


dy; si donc on porte les quantités /, et — /, dans (2) à la 
place de dx et dy, on trouve la formule (4). Cette méthode 
a l'avantage de faire connaître les tangentes en M quand la 
courbe en a plusieurs ou quand /, et f, sont nuls, ce qui re- 
vient au même, comme on le verra plus tard. 


S1 en effet /; ne étaient nuls, en différentiant deux fois (3), 
on aurait 


Ji dx + fa dy + f11 dx? —+ 2 f1° dx dy + f22 dy? — O, 


CE re df æf d 
Jars frs Jos désert PAL dx dy’ _. 


ou 
Ju dr? + 2 f19 dx dy + fr2 dy? = 0. 
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En éliminant dx, dy au moyen de (2), on a l'équation des 
- tangentes | 


Ha(X = TP + 2 fi (X — z)(Y TH) ER CT —Yy)} = 0. 


Enfin l'équation de la tangente est encore susceptible d’une 
forme élégante dont nous aurons à faire souvent usage, et que 
nous allons faire connaître. 

Si l’on rend l'équation (3) homogène par l'introduction 
de la variable z que l’on prendra égale à 1, après les diffé- 
rentiations, On aura 


(5) mf =2f\+Yf1+2/3; 


PS PR , d , , Dar 
fa désignant la dérivée et m le degré de l'homogénéité; or 
dz E 


J’équation (4) peut s’écrire 
(6) PR REA AT 0: 


et, en observant que pour un point (x, y) pris sur la courbe 
le premier membre de (5) est nul, on a 


— Lfi —Yf2 = %f3; 


et par suite (6) devient, en observant que Z— 3 — 1, 
Xfi+Yfs + L fs = 0, 


équation très simple et très symétrique. 


V. — Quelques mots sur les points singuliers. 


Un point singulier d'une courbe est un point pour lequel, 
y étant considéré comme fonction de l’x, Ay n’est pas déve- 
loppable par la formule de Taylor. Nous ferons plus loin la 
théorie complète de ces points; pour le moment nous nous 
bornerons aux indications suivantes. 

Les points d’arrét sont ceux où la courbe subit un arrêt 
dans sa marche : y —(logx) ' a un point d'arrêt à l’origine. 


: VIT : : 
Les points anguleux sont ceux où TE est discontinu. 
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Les points isolés sont ceux pour lesquels y a une valeur 
réelle, mais autour desquels y cesse d’être réel : ainsi 


Vi + x? nu DVÉ — 0 


présente un point isolé à l’origine. 

Les points multiples sont ceux par lesquels il passe plu- 
sieurs branches de courbe : æy + x%— y= 0 a un point 
double à l’origine; xy(x+y)—o, qui représente trois 
droites, a un point triple à l’origine, etc. 

Les points de rebroussement sont des points où deux 


D 


branches de courbe se touchent : y — 2 a un rebroussement 
à l’origine. 


Fig. 2. Fis 12: Fig. 4. 
A NA 
OT : A 
af 
A est un point d’arrêt. A est un point isolé. A est un point anguleux. 
Fig. 9: Fig. 6. Fig. 7 
a | L A 
ae sn = w LE /\ / 
7: \ LT ANSE $ pe: NS HP 
\ / | É 
À est un point double. A est un point triple. A est un rebroussement. 


à Of of : 
‘ ? Er D A — Ê LE 
Ün point d’une courbe f — o, où a —0et 5 est sin- 


gulier puisque l’on peut lui mener au moins deux tangentes 
et y’ y est indéterminé. 


VI. — Sur une propriété des tangentes. 


St l’on considère une droite mobile coupant une courbe 
en deux points À, B, qui viennent se confondre en un 
seul M, situé sur la courbe, pour une position particu- 


lière de la droite, cette droite sera à la limite tangente à 
la courbe en M. 
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En effet, soient x, y les coordonnées du point M, soient 
z', y'etz", y’ celles des points À et B; le coefficient angulaire 
de la sécante AB est 

jar ù 


7 1 
À RON 7 


or, siy = /f(æ)est l'équation de la courbe, cerapport devient 


IDE EN ER RP ROSES 0) 


XX T — ZX 


X désignant une valeur de æ comprise entre æ' et x". Mais, 
quand x' et x” tendent vers #, f'(X) tend vers f'(x), qui est 
le coefficient angulaire de la tangente en x. 

Toutefois, pour que ce raisonnement ne soit pas en défaut, 
la fonction y — f(x) doit pouvoir se développer par la for- 
iule de Taylor (!), pour la valeur x! de sa variable, et sa dé- 
rivée doit être continue. Le point M ne doit pas être ce que 
l’on appelle un pornt singulier. 


VII. - Condition pour qu'une droite soit tangente à une courbe 


donnée. 
Soit 
(1) f(x, 7)=0 
l'équation d’une courbe, 
(2) ax+by+c—=o 


celle d’une droite. Pour exprimer qu’elles sont tangentes, on 
peut identifier l'équation (2) avec celle d’une tangente 


Xf1+ Yf2+ Lfs = 0, 
X, Y, Z désignant les coordonnées courantes. Alors l’équa- 
tion (2) rendue homogène s’écrira 


AN bb Ya iC = 0, 


en 


(*) Au moins limitée aux termes du premier degré, comme la démonstra- 
tion le suppose. 
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TZ, VY, z désignant les cordonnées du point de contact. L’iden- 
Lification donne 


(3) fi 2 Te 


ces équations font connaître le point (x, y, 3) de contact; 
mais, pour que le contact ait lieu, il faut que les valeurs de 
æ, y, 3 ürées de là satisfassent à (1) et (2). Il est facile de voir 
que, si elles satisfont à (1), elles satisfont à (2), car (3) donne 


a NT TEE DIRE TER mf 


a b C ax +by+czs ax+by Fcez 


m désignant le degré de j, et, comme f — o, on a 
ax +by+cz—o. 

Si de (3) on tire x, y, z pour les porter dans (1) ou(>), 
en d’autres termes, si l’on élimine x, y, 3 entre (2)et (3), on 
aura la condition cherchée. Pour faire cette élimination, on 
peut remplacer le système (3) par le suivant : 


(4) Jfi+ap—o, f2+bp = 0, fs cp =te; 


il faut alors éliminer æ, y, 3, p entre (2)et(4), ce qui revient 
à éliminer +, y, 3, o entre les équations obtenues en égalant 
à zéro les dérivées de 


(2,7, 23)+p(ax + by + cz) = 0, 
prises par rapport à x, y, 3 el e 
Exempze. — Pour trouver la condition de contact de la 
droite 


aæ+0Y +c—=o 


avec la conique 
Am? + A'y? + A+ 9 Byz+oB'x3 + EU | = 0, 


on ajoutera au premier membre o(ax + by na C3), on éga- 
lera à zéro les dérivées de 


! lar2 dE r EE a: : l 
À æ?+ A'y2- À + 2Byz—+2B'xz+2B'xy +o(ax+by+ cz) 
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et on éliminera #, Y, 3, 9, ce qui donne la condition cherchée 


BOIS EAN SORT 
B' A' B b 
BB LA" es 


UPS CT 0 


Autrement : la condition de contact peut encore s’obtenir 
en cherchant le faisceau des droites issues de l’origine et pas- 
sant par les intersections de (1) et(2);sil'on exprime que ce 
faisceau contient une droite double, on a la condition cher- 
chée. 


En rendant les équations (1) et (2) homogènes, on à 
(5) f(&, V2) = 0; ax+by +cz—=0, 


et, en éliminant 3, on a une conséquence homogène de (1) 
et (2); en effet,-la résultante est homogène et elle a lieu 
quand les équations (5) ont lieu, quel que soit 3, et en parti- 
culier quand 3 — 1; ainsi 

\ 


fer PET) 0 


C 


est l'équation d’un faisceau de droites, et ces droites passent 
par l’origine et par les intersections de (1})et (2). Écrivons 


que cette équation ÉD Ter EROu plutôt en? a une racine 
double et nous aurons la condition cherchée. 

Autrement encore : on peut exprimer qu’en élimimant x 
entre (r1)et (2) la résultante en y a une racine double. Quand 


on donne l'angle # que la droite fait avec l’axe des æ, on peut 


poser 
Æ = Xp + O COS, Y =Yo+ p Sin, 


éliminer x et y entre ces formules et (1), ce qui donne 
f(&o+ p cos, Yo + P sin) = 0, 


Net exprimer que cette équation a une racine double en po. On 


obtient alors une relation entre x, et yo, qui représente le lieu 
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des points d’où l’on peut mener des tangentes à la courbe 
sous une inclinaison donnée. C’est l'équation de toutes les 
tangentes parallèles à la direction o. | 

Il est bon de se rendre compte du degré de l’équation 
en &, D, c, qui exprime la condition de contact de la droite 
AZ + by + c— 0 et de la courbe TO 

Nous supposerons la courbe de degré m : alors les équations 


ou, En Supposant, ce qui est permis, & —1, 


bfi(ey +c,7)=fatby + 0, y}, 
Cf1(by + 0, Y)=f3(87 +0, y). 


Ces équations sont de degré m — 1 en y : leur résultante sera 
du degré » — 1 par rapport à leurs coefficients qui sont de 
degrés m en a et b; cette résultante sera donc de degré 
m(m—1). Ainsi la condition pour que la droite 


ax+br+<e—o 


louche une courbe de degré m est de degré m(m—1)(t). 


VIII. — Mener une tangente à une courbe par un point extérieur. 


Pour mener une tangente à une courbe 


(1 ÉD 


ER 

(*) Ge degré peut s’abaisser, comme on le verra par la suite, mais nous 
nous maintenons ici dans les généralités. Il est presque inutile de faire ob- 
server que les deux dernières méthodes que nous venons de donner ne four- 
nissent pas toujours la condition suffisante du contact; deux racines de la 


résultante en y, par exemple, peuvent accidentellement devenir égales sans 
qu'il y ait contact. 
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par un point extérieur (To, Yo); On peut suivre plusieurs pro- 
cédés : 

1° On peut écrire l'équation d’une tangente 
Xfi+ Yf:+ Lfs— 0 
et exprimer qu’elle passe par le point (%5, Yo), Ce qui donne 
(2) tofi +Yof2 + 4of3 = 0, 


où 39 — 1. Cette équation fait connaître æ, y, 3 en la joignant 
à l'équation proposée (1); les coordonnées x, y, 3 du point de 
contact étant connues, on en conclut l’équation de la tan- 
sente. Les équations (1), (2) auronten général plusieurs solu- 
tions ; si(1), par exemple, est algébrique et de degré m, l'équa- 
tion (2) sera de degré m—1 en, y; etles formules (1)et(2) 
fourniront m{m — 1) valeurs de x et de y ; donc, en général : 


Par un point donné, on pourra mener m (m—1) tan- 
gentes à une courbe de degré m. 


L'équation (2) représente une courbe que nous rencon- 
trerons plus loin sous le nom de polaire du point (Zos Yo): 
Dans les coniques, elle se réduit à une droite qui est la corde 
des contacts relative aux tangentes issues de (%o, Yo): 

Si, entre les équations (1), (24 ct 


Xi +Yf: + 2Lfs= O, 


on élimine æ, y, 3, On aura l'équation de l’ensemble des tan- 
gentes issues de Zo, Yo: 
50 On peut considérer la droite 


æ = Lo + AP; Y =Yo+ bp; 
éliminer x et y, ce qui donne 
f(æo + ap, Yo+ bP)= 0; 


et exprimer que la résultante a une racine double en p; ce 


qui revient à éliminer 9 entre cette équation et 


Of | Of 15 
*i A0 + ap) b d(Yo + be) ri 
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Soit 
F(æo; Jo; à, be 0 


la résultante ; elle fait connaître le paramètre variable contenu 
dans & et b (si, par exemple, a — cosa, b— sin, le para- 
mètre sera l’angle & que la droite fait avec l’axe des z). En 
éliminant le paramètre variable entre cette équation et 


LT T0 , AE AT AT) 
— = +", 
a b 


on aura l'équation cherchée de toutes les tangentes. 
On mène une tangente à une courbe parallèlement à une 
droite donnée en exprimant que la droite 


ax+by+c=o 


touche la courbe : a et b sont censés donnés, et, en éliminant 
P, æ,.y, 3 entre les dérivées égalées à zéro de (p. 10) 


J—+ep(az+by + cz), 


on a une équation qui détermine c: l'élimination de ce entre 
celte équation et ax + by +cz—o fera connaître l’en- 
semble des tangentes parallèles à la direction à, 6. 

On peut remarquer que l'équation en c est de degré 
m(m —1) etque, par suite, on peut mener m(m —1)!lan- 
gentes de direction donnée à une courbe d'ordre m. D’ail- 
leurs, soit | | 

AO PAS 


l'équation d’une tangente ; si l’on pose 


PNR 
a b? J 


elle restera parallèle à la direction a, b. Cette équation jointe 
à (1) fait connaître les points de contact, qui sont, comme J’on 
voit, au nombre de m(m — 1). a 


el 
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Qt 


IX. — Tangente commune à deux courbes. 


° On peut mener une tangente commune à deux courbes : 
1° En exprimant qu’une droite 


(1) axz+by +cz— 


est tangente à chaque courbe; on obtient alors deux équations 
en &, b, c, et l'élimination des rapports de ces trois quantités 
entre ces deux équations et l’équation (1) fera connaître 
l'équation de toutes les tangentes communes. Si l’une des 
courbes est de degré m, l’autre de degré 7, les équations 


en @, b, c seront de degrés m(m —1) et n(n—1);, ainsi: 


Le nombre des tangentes communes à deux courbes de 
degrés m et nest mn(m—1)(n—1). 


2° On peut exprimer aussi qu’une tangente 


Xfi+ Yfa+ Zfs= 0 
touche la seconde courbe &(x', y', z!)— 0; on a alors 
FRONT CHEQUE 
?1 P2 p3 ; 
ces équations, jointes à celles des deux courbes, feront con- 
naître +, y et &', y! coordonnées des points de contact ("). 


X. -- De la normale aux courbes. 


La normale à une courbe au point M est la perpendiculaire 
en M à la tangente à la courbe menée en ce point. L’équation 
de la tangente affectant l’une des formes 

(X—zx)dy —(Y —y)dx = 0, 
(X—x)fi +(Y—7)f2 = 0, 


(:) Les conclusions auxquelles nous venons de parvenir dans les deux 
paragraphes précédents peuvent être modifiées par la présence des points 
singuliers, mais nous ne pouvons pas examiner tous les cas qui peuvent se 
présenter, en ce moment. La même remarque est applicable à un grand 
nombre de faits énoncés dans les paragraphes suivants. 
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où /— 0 désigne l'équation de la courbe, l'équation de Ja 
normale en coordonnées rectangulaires sera 


(X—zx)dx+(Y—7)dy = 0, 


X = D UNNEP 
Ji Pa 

Il en résulte que /, et /, sont proportionnels aux cosinus des 
angles que la normale fait avec les axes. Quand on a 
fifi, fret f:sont précisément les cosinus en question. 

Pour mener une normale à la courbe f — 0 par un point 
extérieur (æç, Yo), On écrit que l'équation de la normale est 
satisfaite par les coordonnées x,, y5; on a alors 


Tor LEE 
Ji VE 
Cette équation, jointe à / — o, fait connaître les coordonnées 
du point (x, y), où la normale rencontre la courbe. Si fest 


de degré m, l'équation précédente est de degré m aussi; par 
suite : 


Par un point extérieur on peut mener m? normales à 
une courbe d’ordre m. 


ExemPze. — La courbe donnée étant 


Lo—Z Yo—Y 


si l’on en üre x et y pour les porter dans l'équation de la ‘“ 
courbe, on a 


2 2 
To Vo Se 
2 d Pre 
PAP SN DO PRE 
a? b? 


Cette équation a toujours deux racines réelles ; on pourra done 
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toujours mener deux normales réelles à l’ellipse par un point 
extérieur. 


XI. — Des lignes appelées normale, tangente, sous-normale. 
sous-tangente. 


Soient MP (fig. 8) l’ordonnée y d’une courbe quelconque, 


Fig. 8. 
y 
2 1 \ 
PS RAR VA CROE Cl on 
0 / P N D 


MT sa tangente terminée à l’axe des +, MN sa normale égale- 
mént terminée à l’axe des x. 


MT, la tangente, sera désignée par.......... T 
a DAT is N 
HNlasousmormale pars... ,/0..:! ASC 
Mr SOuS-tangente, par ......:.:......:2. S£ 


dy 
Det — Tg? NOUS aurons 


(1) DOS" tang PMN = yy!, 


(2) MN=N=Vy+S$=Vr(i+y?)=yVi+y?, 


$ LR 
tangPTM y 


(4) MTD=T =Vy+Ss}— rt 


(3) NS; —ytang TMP — 


7 ? 


Taéorime 1. — Toutes les courbes qui pour une méme 
abscisse ont même sous-normale ont une différence de 
carrés d’ordünnées constante, et réciproquement. 


Soient, en effet, y et 3 les ordonnées des deux courbes : en 
vertu de (1), 


L.— Traité d'Analyse, II. : 2 
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on en conclut 
Le — 3? const. 


2 


1° L’hyperbole y? — 2 (x? — a?)etson asymptotey?= = “ 
ont une différence de carrés d’ordonnées constante et égale 
à b?, elles ont même sous-normale; on en conclut un moyen 
élégant de tracer la normale à l’hyperbole, quand on a tracé 
les asymptotes. 

2° L’équation de l’ellipse est y? — . (a? — x?), sa sous- 


A Q b?2 D A 
normale est la même que celle des droites y? = =; æ?, mais 


elle est dirigée dans un autre sens; néanmoins cela fournit 
une construction assez simple de la normale. 

3° Dans la parabole y?= 2px, la sous-normale yy' est 
égale à p; elle est donc constante : de là encore une construc- 
tion facile. La parabole est d’ailleurs la seule courbe dans la- 
quelle la sous-normale soit constante, car de yy'= const. = p 


2 
on conclut _ — px + const. 


Taéorkme Il. — Lorsque dans deux courbes les ordon- 
nées y, z, correspondant à une même abscisse x, sont pro- 
portionnelles, les sous-tangentes sont égales, et récipro- 
quement. 


En effet, de l'équation y — K3 on conclut, en supposant 
K constant, 


ce qui montre, en vertu de (3), que les sous-normales sont 
égales; réciproquement, de 


3# Z 

de 
on tire 

PACS: 

VUE 
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ou, en appelant K une constante, 


XII. — Sur les coordonnées trilinéaires. 


Il y a souvent avantage à représenter un point M par ses 
distances à deux droits fixes CA et CB; soient (fig. 0) 


Fig. 9. 


MP = x, MQ = y ces distances; si l’on prend CB pour axe 
des ordonnées et CA pour axe des abscisses, les coordonnées 
MP'= £, MQ'— » seront liées à æ et à y par les formules 


ares LA EAU De 
sin CG sin C 


(1) 


Ainsi la connaissance de Ë et de n entraïnera celle de x et y, 
el vice versa, de sorte que æ et y seront, au même titre que 
et n, des coordonnées du point M. Étant donnée une figure 
par son équation 


en coordonnées ordinaires, elle sera représentée aussi bien 
par l'équation 


P 4 Le 
(2) 4 f(x = 


en coordonnées æ, y. | 
Cela posé, traçons une droite quelconque AB coupant AC 
et BC, appelons 3 la distance du point M à cette droite que 
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nous supposerons fixe; 3 dépendra de x et de y et sera lié à 
ces variables par l’équation 


ax +by+cz—s, 


où &, b, c désignent les côtés du triangle ABC et où s dé- 
signe sa surface; on tire de là 


ax + by +cz 


(3) 1 = ) 


25 


et l'équation (2) s’écrit alors 


| æ.25 V2 EE: 


(ax + by +cz)sinC" (ax+ by + cz})sin C 


sous celte forme elle est homogène et ne contient plus que 
les rapports x :y:2. 

Les quantités x, y, 3 (et même plus souvent des quantités 
égales à x, y, 3 multipliées par des facteurs constants) sont 
ce que l’on appelle les coordonnées trilinéaires du point M, 
le triangle ABC est appelé le triangle de référence. Les 
formules (1) et (3) permettent de passer des coordonnées 
ordinaires aux coordonnées trilinéaires et vice versa. On voit 
que ces formules sont générales, pourvu que l’on convienne, 
ainsi que nous le ferons, de regarder #, Y, 3 Comme positifs 
si, en les comptant à parur des côtés du triangle de réfé- 
rence, 1ls sont orientés de la même facon que les coordonnées 
wilinéaires des points intérieurs au triangle, et de les regar- 
der comme négatifs dans le cas contraire. | 

Toute courbe, d’après ce que nous venons de voir, a une 
équation en coordonnées trilinéaires, et l’on peut même 
‘ajouter que toute courbe algébrique d'ordre m a une 
équation de degré m en coordonnées trilinéaires; ainsi, 
par exemple, l’équation de la droite est du Premier degré. 

Mais la réciproque n'est pas vraié; nous allons voir, en 
effet, que toute équation du premier degré ne représente 
pas une droite. 


‘4 
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Considérons, par exemple, l'équation 
: (4) lx+my+nz=o; 


si nous rapportons le triangle de référence à deux axes rec- 
tangulaires situés dans son plan, les équations de ses côtés 


seront 
écosa + nsina —p —o, pour BC, 


écos8 + nsinf —g—o, pour CA, 
Écosy+nsiny—7r—o, pour AB, 


4, P, y; P, q, r ayant des significations bien connues; et l’on 
aura 
— Ecosa + n sin — p, 


T 
MR ee ol eee ete ee ee , 


- : 
B—= soso soso soc se ; 


l'équation (1) deviendra alors, avec les coordonnées ordi- 
naires E, n, 


E(lcosa + mcos8 + ncosy) 
+ n(lsina + msinf + nsiny)— {p — mg — nr = 0. 


Cette équation du premier degré en £ et n représente bien, 
en général, une droite; cependant, si l’on avait à la fois 


lcosa + m cosf + n cosy = 0, 
lsina+msin$ + nsiny —=0 


ou 
l m 


sin y Cos8 — sin cosy | sin COS Y — siny COS 4% 
n 


sin 8 COs4x — sin cos 8” 


elle ne représenterait plus rien du tout. Or, si l’on observe que 
siny cos 8 — sin $ cosy — sin(y —Ê) 


et que y — $ est l’angle que font entre eux les côtés AB et AC 
du triangle de référence ou son supplément, on aura 


l sm n 
MENT Mere orages = hour 
sin À sin B sin C 


> 
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et l’équation (1) devient 


æ sin À +ysinB + zsinC — 0 
ou | 


(2) ax + by + cz = 0. 


Nous avons vu que le premier membre de cette équation 
représente 25, double de l'aire du triangle de référence; 
l'équation (1) ou la précédente ne représente donc rien. 

On dit cependant alors que l'équation (1) ou (2) repré- 
sente la droite de l’infini. Expliquons cette locution : suppo- 
sons que /, m, n, d’abord différents de a, b, c, tendent vers 
ces quantités, mais de manière que l’on n’ait pas constamment 


l m n 


Le fe hf — | 


a b C 


Les coefficients de & et n, différents de zéro, tendront 
vers zéro, les coordonnées à l’origine de la droite (1) croi- 
tront indéfiniment, la droite en question s’éloignera indéfi- 
niment et l’on pourra dire que l’équation (2) représente la 
droite de l’infint. 

Sans qu'il soit nécessaire d’insister sur ce sujet, on voit 
qu'une équation du second degré en x, y, z pourra repré- 
senter une droite ou même rien du tout; on dira alors qu’elle 
représente deux droites, dont l’une est la droite de l'infini, 
ou une droite double située à l'infini, etc. 

SUPPOSONS Que D, g,T, 5; représentent les distances 
d’un point à des droites P, Q, R,S, ..., ayant pour équa- 
tions respeclivement, en Ron. rectan 2 E 


Œ COS4 + y SINX — P, = 0, 
æCos$+ysin8 —g;—=0, 
toute équation de la forme 


fJ(æ,y)=0 


pourra, et cela d’une infinité de manières, si p, GTR 
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sont en nombre supérieur à deux, se mettre sous la forme 
(1) LE ARC PRES ETC 


J'ajoute que la fonction F pourra être supposée homogène 
sip, g,r, ... sont au nombre de trois au moins, en sorte 
que toute courbe pourra être représentée par une équation 
telle que (1); mais toute équation, telle que (1), ne représen- 
tera pas nécessairement une courbe située à distance finie ; 
Pr dr, -.. peuvent alors être considérés comme des coor- 
données multilinéaires. 


XIII. — Tangentes en coordonnées multilinéaires et en particulier 
en coordonnées trilinéaires. 


Soit 
(1) BÉDAT AT Sa NE 0 
l'équation d’une courbe en coordonnées multilinéaires (vor 
le paragraphe DIGG S:S-«- SéTONL alors les 


distances d’un point de la courbe à des droites P, Q,R,S, ... 
représentées en coordonnées ordinaires par 


TZ COSX + Y SINX— Pi = 0, 


(an 4 æcosB + ysinf— g—=0, 

Ce SD SEP EN 
L’équation de la tangente à la courbe (1) est, en coordonnées 
ordinaires, 

| CL} ALES OP NEA 
(3) M de: 
or on a 

ON OTACRRN CT 09 

Re DARAOLOR AUUL 
(4) 

DOM RERDTEEN 09 0 IV 
mais 


P = æCO0S4 + y SINX — PA, 
(5) À g=æcos8 +7ysin8 — g:1, 
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donc 
0 Ô 
. = done: . sine . — COS B, 
Les formules (4) deviennent alors 
A _ CARS of cosB +... 
0x  0Ôp 0q 
D 20 HA te sin +..., 
dy  oÔp 9q 


et (3) donne, pour l'équation de la tangente, 


[(X—æ)cosa+(Y—y)sina] L 
LR #) 0058 + (Y—y)sin6] += 0 


ou, en vertu de (5)et si l’on appelle P, Q, R, ... ce que 
déviennent p, q,r, ... quand on y-remplace x par X et y 
par Ÿ, c’est-à-dire les distances des points. X Eux 
droites: PQ) ARERRS 


0 
(6) P—p) + (Q— 9) + os 


si l'équation (1) est homogène, on a 


9f 11, 'PRNRREES EUR 
P55 0150 DR ne 


m désignant le degré de f, et (6) devient simplement 


0 ) 0 k 
PO LUE R LEE 
0p 0q or 
Telle est la forme remarquable qu'affecte l'équation de la 
tangente en coordonnées multilinéaires. 

En coordonnées trilinéaires, par exemple, l’équation de la 
tangente à la courbe 

J(#, Y, 3)=0, 

au point (x, y, 3), est 


ae + Y a —- AU 
0x OV 03. 


GÉOMÉTRIE PLANE. 2) 


Pour faire une application des considérations précédentes, 
cherchons à exprimer que l’équation du second degré 


f= Az?+ A'y2+ A'22+ 2Byz+2B'xz +2B'xy — 0 


représente une parabole. Il suffit d'exprimer que cette courbe 
est tangente à une droite qui s’est éloignée indéfiniment; en 
d’autres termes, elle est tangente à la droite de l'infini 


ax+by+cz—=0, 
ou, en appelant X, Y, Z les coordonnées courantes, 
aX+OoY+cZ=0; 


pour que cette droite soit tangente à la courbe f — 0, il faut 
qu'elle puisse s'identifier avec l'équation d’une tangente 


Due 


ou que l’on ait 
CN UT ANEUT 
PDO Dern 08 
0x dy ‘ 02 ‘ ax + by +cz 


Si l’on égale ces rapports à pet si l’on observe que 


CET D TEE RTS 
ML TO on TT 


T 


si enfin on remplace les dérivées de f par leurs valeurs, on a 
P Ï Ù 


Ax+B'y+B'z:—pa=—o, 
B'x + A'y+B z— pb —o, 
B'z+—By + A"3—pc =o; 


az+by +cz—=0; 
d’où l’on tre 
ARR ECEZ | 
BA B 6) 
Et MUR An 
LAON ca 


Telle est la condition pour que la conique touche la droite 
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ax + by + c3 — 0; si cette droite est la droite de l'infini, 

c'est-à-dire si a, b, c sont les côtés du triangle de référence, 

l'équation précédente exprimera que la conique en question 
q 15 B q 


est une parabole. 


XIV. — Théorème de Poinsot. 


Les considérations précédentes touchent de très près à un 
théorème remarquable dû à Poinsot (*) et que nous allons 


démontrer. 
Sotent p, q, r, ... les distances d’un point M à des 
lignes fixes P, Q,R, ..., distances comptées sur les nor- 


males menées de ce point M à ces lignes, l'équation 


AVZ PEN SN EEE à) 


définira en général une courbe, et la normale à cette 


courbe au point M s’obtiendra en cherchant la résul- 
Of 0 

a RSS 
op 0q 
tées à partir du point M sur les lignes p, q, 1; + 1uensiles 


of 
D. 


tante de droites égales à respectivement por- 


lignes P, Q,R, ..., ou en sens inverse suivant que 


of 


2°‘: Seront positifs ou négatifs. 
\ 

En effet, soient x, y les coordonnées de M, soient a, b les 
coordonnées du point où la normale p rencontre la ligne P; 
a', b' les coordonnées du point où la normale qg rencontre 
la ligne Q, ...; nous aurons 


ORNE Op ENT pa 
0% Op 0x  0q dx 


(1) 


or 
P=(x—a)}+(y—b}, 
et, en différentiant, 


P dp=(x—a)dr+(y— b)dy —(x — a)da —(y = b)db: 


(*) Ou du moins utilisé par lui dans une circonstance importante. 
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mais (&æ — a)da +(y — b\db est nul, puisque le déplace- 
ment da, db, effectué le long de la ligne P, est normal à Ja 
direction x — a, y — b de la droitep; on a donc 


TU 
q 


dpi 


dy. 


En appelant « l'angle de la droite p avec l’axe des x, on à 


æ—a Mer 
— —— — COS, rt — SU, 
Fe P 
donc 
dp = cosadæ + sinxdy ; 
donc 
2e °q 
— — COS4 4 —) COS ZX HRSUE 
0x } 0x ? F] 
ETES désignant les angles que les droites q, 7, ++: font 


avec l'axe des x, l'équation (1) devient alors 


mn , id d 
HE DURS NES: + AAA É ALES 
OL Op 0q or 


v-[@)- CT 


et si l’on appelle o l'angle que la normale fait avec l’axe 


(2) 


Or, si l’on pose 


des æ,ona 
DO, peus : 
No — COsV ou es — N cosv; 


la formule (2) donne alors 


of of of 


N cosy — APRES rit SR COSa ARE 
r 


donc la ligne N portée sur la normale à la courbe f—0 a 
pour projection sur l'axe des x, et aussi sur l’axe des y, une 


de Mes of of 
ligne égale à la somme des projections de Da 0q° +++ por- 


tées sur les droites p,q, 7, -..; il faut en conclure que la 
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normale à la courbe f — oen Mest dirigée suivant la résul- 


: HOME ; 6 : 
tante de ces droites; si L était négatif, 1l faudrait le remplacer 


par sa valeur absolue comptée dans la direction 7 + &, .... 
Le théorème en question se trouve donc démontré. 

Nous allons en faire quelques applications, mais observons 
pour cela que le théorème subsiste quand aux courbes P,Q, … 
on substitue des points fixes. La démonstration dans ce cas 
est d’ailleurs plus simple, en ce sens que &, D, GRR 
constants. 


XV. — Tangentes à quelques courbes en coordonnées multipolaires. 


L’ellipse peut être définie par une équation de la forme 
P+g=2a, 


P et q désignant les distances d’un point de la courbe aux 
foyers; la normale en un point quelconque s’obtiendra en 
composant des droites égales à 1, portées sur les rayons vec- 
teurs, car 1c1 ï ne ï = 
ice de l’angle des rayons vecteurs. L’équation de l’hyper- 


1, mais on obtient alors la bissec- 


bole dans ce système de coordonnées serait 

PES 7 GE LUE 
et la normale s’obtiendrait en composant des droites égales à 
l'unité, portées sur un rayon vecteur et le prolongement de 
l’autre, ce qui fournit une construction connue. 

La lemniscate est une courbe telle que le produit de ses 
rayons vecteurs p, q, issus de deux points fixes P, Q, est con- 
Stant; on a donc, en appelant C une constante, pour tout 
point de la lemniscate, 

pq = G. 

Ici, J. 19} È — P; On obtiendra donc la normale en com- 
posant deux droites égales chacuné à un rayon vecteur, mais 
Portée sur la direction de l’autre rayon. 
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Le lieu des points, tels que l’on ait p? + g? — const., est un 
cercle; on peut vérifier que la construction de Poinsot fournit 


un rayon. Le lieu des points, tels que l’on ait 2 = CONS CSL 


un cercle; en mettant cette équation sous la forme 


ap — bq = 0, 


on obtient une construction de la normale, qui consiste à 
chercher la résultante de deux droites proportionnelles à 
a et — b, ou à g et — p, portées sur les rayons vecteurs, con- 
struction analogue à celle de la normale à la lemniscate. 

Si p, q, r,... désignent les distances d’un point M à des 
points fixes, 


ap? + bg?+cr?+...= const. 


représentera un cercle; la normale en un point M de ce 
cercle sera dirigée suivant la résultante de droites de lon- 
gueur ap, by, cr, ... portées sur les rayons vecteurs p, q, 
r, ..., et l’on pourrait multiplier les exemples à l'infini. 
Mais revenons au cas général et supposons une courbe 
définie par des coordonnées bipolaires, c’est-à-dire par les 
distances de chacun de ses points M à deux points 
) P 
hxes PR 0. 
Si 
| J(P;4)=0 
: . , , = Of Of 
est l'équation de la courbe, la résultante des droites ne os 
P 
portées sur les rayons vecteurs MP, MQ donne la direction 
ARE 0 OAI: - 
de la normale en M. Mais le rapport LA ; on identiquement 
op d 
L4 A dq : A 3 
égal à — —{, fait connaître le rapport des sinus des angles 
dp O 
| of. of 
que la normale fait avec les rayons vecteurs. Car et = sont 
op 0q 
proportionnels aux côtés du parallélogramme dont la diago- 
nale est normale à la courbe, et les sinus de «& et $ sont aussi 
proportionnels à ces côtés. En appelant « l’angle que Île 
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rayon P fait avec la normale, B l'angle que le rayon q fait 
avec la normale, on a donc 


ve : il = sinf : sina, 
0p  0gq 
et, par suite, 
dg) \sinf 
te) Merad 


ou, si l’on veut, 
sin 8 dp + sinadq = 0, 


relation importante dont on peut tirer une foule de consé- 
quences. En voici quelques-unes : Ç 


Quelles sont les courbes dans lesquelles la normale par- 
tage en deux parties égales l'angle des rayons vecteurs 
issus de deux points fixes? 


On doit avoir 


= 0, donc SRVe =: 
donc 
RG AR ARE. 
CDN ou D Et JT —=0O; 


on en conclut p + q — const., et l’ellipse, comme l’on voit, 
est la seule courbe jouissant de cette propriété. 


Quelle courbe faudrait-il prendre pour méridien d’une 
lentille pour que les rayons lumineux issus d’un foyer P 
allassent tous converger en un méme point Q? 


| Sin % AR 
Dans la courbe en question r — re (ou l'indice de réfrac- 


tion) est constant; on a donc 
— = n ou dg + n dp = 0. 


On en conclut, pour l'équation des courbes cherchées, 
ge np — Const. 


ces courbes portent le nom d’opales de Descartes ; elles 
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jouissent de propriétés curieuses et nous les retrouverons 
plus loin. 

Passons maintenant à d’autres applications du théorème 
de Poinsot. 


XVI. — Tangentes dans le système pôle-directrice. 


Dans le système pôle-directrice, un point est déterminé 
par ses distances Ô à une droite fixe D, et f à un point fixe K; 
la droite est dite directrice, le point F est le foyer ou pôle. 
Une relation, telle que 


o(Ô,.f) = 0; 
définit une courbe; la normale à cette courbe, en vertu du 
à à! = [4 . 0 
théorème de Poinsot, est la résultante de deux droites S et 


0 La « L . 
.. portées, l’une normalement à la directrice, l’autre dans le 


sens du rayon vecteur. L’équation des coniques, dans ce Syÿs- 


tème, est 
Hé coMou pi feed, 


e désignant l’excentricité. La normale est la résultante de 
deux droites 1 et + e portées sur le rayon vecteur et sur la 
perpendiculaire à la directrice, mais en sens inverse de cette 
perpendiculaire. Ces lignes 1 et e peuvent être remplacées 
par les lignes proportionnelles 5 et eo ou à et f. Quand 
e=1, on a une parabole et l’on retrouve la propriété connue 
de sa normale. 

Soit « l'angle que la normale fait avec le rayon f et 6 l'angle 


w’elle fait avec la per sendiculaire à la directrice; on aura 
Ï ; 


dp ,dp _. dù sin & 
FLO INA à anê 


Dans les coniques, cette relation donne 
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ou, en appelant 4 et $/ les angles que la tangente fait avec f 


ni 
et 0, 


fr PrcOS 


HEC D: 


ou encore, en faisant abstraction du signe, 


1 Ô 
ALI Al je 
COS 4 COS P 


Cette équation exprime que la même longueur T, projetée 

sur la ligne à et sur le rayon /, donne pour projections à et f. 

Si l’on suppose cette longueur comptée à partir du point de 
contact, son extrémité sera sur la directrice; donc : 


St, dans une conique, on joint le point où la tangente 
rencontre la directrice, au foyer, cette droite sera perpen- 
diculaire au rayon vecteur. 


D'où une construction de la tangente aux coniques. 


XVII. — Tangentes en coordonnées polaires. 


Lorsqu'une courbe est donnée en coordonnées polaires, il 
est commode de déterminer sa tangente au moyen de | angle 
qu elle fait avec le rayon vecteur. 

Soient (Jig. 10) r, À les coordonnées du point M par rap- 


Fig. 10. 


2% 
(0 


port au pôle O et à l’axe polaire OX. Menons le rayon 
OM =rettle rayon voisin OM'= y + Ar: du point M abais- 
sons MP perpendiculaire sur OM’; nous aurons 

PM 


t © 4 ET Ne. 
angMMP = D 


4 
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À la bimite, MM'P se réduit à l’angle cherché V; PM est 
égal à 
OM sin POM = 7 sin dû ou r d9, 


en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au pre- 
mier ; M'P est la différence entre 


r + Ar = OM' LRO," 608 40: 
ou, en négligeant les termes d’ordre supérieur, la différence 
entre 7 + dr et r, c'est-à-dire dr; on a donc 


r dÿ 


tang V — lim Ra 


. . . 10 LAN , 
quand dô — 0; mais la limite de 7 _ est précisément 7 : où 


-dW est quelconque, ainsi 
r dû 


(1) tang V — SENS 


Considérons (fig. 11) la tangente MT en M à une courbe 


rapportée à des coordonnées polaires, et la normale MN; par 
le pôle O, menons NT perpendiculaire au rayon vecteur, 
OM = 7, du point M; posons 
DNS LUOT=S MN NL MT ET: 
L. — Traité d'Analyse, II. -- 3 
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les lignes $,, S, N, T sont appelées la sous-normale, la 
sous-tangente, la normale et la tangente polaires. On 
trouve, sans difficulté, 


: r dr r? dÔ 
ET PT EL. Ss= range 


dr \2 d8 \ ? 
==. 20 M — ADEME 4 =, . 
N=(/ +(%) r=(/7 -n (2) 


Toutes les courbes qui ont même sous-normale pour un même 


2 


2 x AT 
angle polaire 4 ont même TH: si donc on appelle r et r' les : 


rayons vecteurs de deux de ces courbes, on a 


ou 
r = r'+ const. 


On obtient donc l’une des courbes en prolongeant les rayons 
vecteurs de l’autre d’une quantité constante. L’une des courbes 
est dite la conchoide de l’autre: on voit que, pour mener 
la normale à la conchoïde d’une courbe, il suffit de savoir 
mener la normale à cette courbe, et de construire sa sous- 
normale; on aura ainsi celle de la conchoïde et, par suite, sa 
normale. 

Il ne faut pas confondre la conchoïde d’une courbe avec la 
courbe parallèle à celle-ci. Une courbe parallèle à une autre 
s’obtient en prolongeant les normales à celle-c1 d’une quan- 
tité constante. Le théorème de Poinsot donne tout de suite la 
normale à la courbe parallèle; si l’on appelle p la quantité 
dont on a prolongé les normales, \ 


f = p — const. —=0o 


est l’équation de la courbe parallèle; sa normale est la résul- 


® Là « 0 | La 
tante d’une seule droite égale à î — 1, portée sur la normale 
à la courbe proposée : elle a donc même normale que la courbe 


proposée. 


GÉOMÉTRIE PLANE. 39 


S1 dans une courbe la sous-normale K est constante, on a 
— = K, r = KO + const. ; 


Ja courbe est une sorte de spirale à laquelle on donne le nom 
de spirale d’Archimède ou de Conon. Les conchoïdes de 
ces spirales sont encore des spirales égales, comme on peut 
s’en assurer par un changement d’axe polaire. 

Soient 7 et 7” les rayons de deux courbes qui, pour un 
même 4, ont même sous-tangente; on aura 


r? dû mr r'2 dû dr dr' 
Her Ar r?  r'2? 

on en conclut 
I 


f 


I 
= — —+ Const. 
Y T2 
Si l’on cherche les courbes dans lesquelles la sous-tangente 
est constante et égale à K,ona 


1 dr 


5 


ou bien 


I à 
— — const. + K0: 
vs 


Ces courbes portent le nom de spirales hyperboliques ; 
elles se ramènent à la forme 70 — const. par un changement 
d’axe polaire. 

Parmi les courbes dont 1l est intéressant de trouver la tan- 
gente en coordonnées polaires, se trouve la courbe transcen- 
dante appelée spirale logarithmique; son équation s'obtient 
en écrivant qu’elle coupe tous les rayons vecteurs sous un 
angle constant; tang V est alors constant, et l’on a 


r dû 
— tang V 
dr 5 
ou 
1 dr 
— = COL VS 
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on en déduit 
logr — 0 cotV 


sans ajouter de constante, ce qui revient à faire tourner l’axe 


polaire. L’équation précédente revient à 


= et cotV. 


M. Pillet a reconnu que les volutes de plusieurs chapiteaux 
ioniens et corinthiens étaient formées de spirales logarith- 
miques. On voit facilement que, quand une spirale de cette 
nature tourne autour de son pôle, elle reste homothétique à 
elle-même. 

La spirale logarithmique tourne indéfiniment autour du 
pôle, qui est pour elle un point asymptote. 

L’équation de la tangente à une courbe en coordonnées 
polaires est celle d’une droite 


69 = = A cost + B sin, 


qui passe par les points R, 6 et R + GR, 6 + d@ infiniment 
voisins sur la courbe ; les coefficients A et B seront alors dé- 
terminés par les équations 


I : 
| Rp —4c0os6 +Bsine, 
È +4 — À cos(0 + d8)+ B sin(0 + d8); 
on peut remplacer la seconde par 


(3) d' = —A sin6 d@ + B cose d8 ; 


l'élimination de À, B entre (1), (2), (3) donne l'équation de 
la tangente | 


ES Pen 


I I He 
Fe =— R <05(9 — 0) — —g S0(8 — 0); 
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XVIII. — Des podaires. 


Si d’un point O on abaisse des perpendiculaires sur toutes 
les tangentes à une courbe, le lieu des pieds P de ces per- 
pendiculaires est la podaire du point O par rapport à la 
courbe en question. 


Soit (fig. 12) 


A 0 6-0) 


l'équation d’une tangente à la courbe proposée au point M, 


Fig. 12. 


(+, B); le point P sera donné par l'équation (1) et par la sui- 

vante (on suppose le point O à l’origine des coordonnées) 
da 

(2) FES dB 2 ; 


si, entre (1) et (2), on élimine Fe on à 


x —P)== (Ta) 
ou 


(3) REY $Y ar —0; 


c’est l’équation d’un cercle passant par O, P, M et ayant son 
centre au milieu de OM. Cherchons la tangente en P à la 
podaire; son équation est 


ÿ TT 
(4) Y—y = (X—x); 
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or de (3) on tire 
2x dx +27 dy —$ dy — ax dx —ydBi—xd1=0 
ou, en vertu de (2), 


dx(2xæ—a)+ dy(27 —$)=0 
ou 


L’équation (4) devient alors 


Dies 


do AR 2 (X 


Le 


MAIS — Fe est le coefficient angulaire de la tangente au 


cercle (3) menée par le point M; donc la normale à la po- 
daire d’une courbe passe par le milieu du rayon vecteur OM 
de cette courbe. 

On peut le démontrer par des considérations synthétiques, 
en observant que, si l’on considère une tangente M P! infini- 
ment voisine de MP et le point P’ de la podaire infiniment 
voisin de P sur cette tangente, les points P et P' seront sur 
un cercle décrit sur OH comme diamètre; or, la droite PP! 
étant à la limite la tangente à la conchoïde et au cercle, le 
théorème se trouve démontré, parce que la normale com- 
mune passera par le milieu de OH qui se confondra avec OM... 

On voit que la podaire touche la courbe aux points M, tels 
que OM soit normale à la courbe. 

S1 l’on prend le point O par pôle et si l’on appelle r, 8 


les coordonnées polaires de M, et r, et 0, celles de P, on aura 


n + po 
TAN T2) 


eat 
7. tu // dr\?15 
Fi=r rer db LE 


0, =0— arc tang ni 


d’où 
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XIX. — Énumération de quelques podaires. 


1° Podaire du cercle. — La podaire du cercle est une 
conchoide de cercle (p. 34). 
En effet, soient ( £g. 13) Cle cercle, O un pôle fixe, MP une 


tangente au cercle, OP une perpendiculaire à cette tangente; 
menons CA parallèle à MP; le lieu du point À est un cercle 
décrit sur OC comme diamètre; AP étant constant et égal 
au rayon du cercle C, on voit que le lieu du point P est à la 
fois la podaire du cercle C et la conchoïde du cercle décrit 
sur CO comme diamètre. 

Quand le point O est sur le cercle C, la podaire prend le 
nom de cardioide. 

L’équation polaire du cercle décrit sur CO — «a comme 
diamètre étant r — a cos, celle de la conchoïde sera 


r — a cos® + const.; 


ce sera aussi celle d’une podaire quelconque de cercle. 

2° Les podaires de coniques seront étudiées plus loim 
parmi les courbes anallagmatiques. 

30 La podaire d'une parabole, en ‘prenant pour pôle le 
pied de la directrice sur l’axe, est ce que l’on appelle une 
strophoide. 

La strophoïde présente un mode de génération qu'il est 
bon de connaitre. 

Soient (/ig. 14) F le foyer, S le sommet d'une parabole, 
O le pied de la directrice, PT une tangente, P le pied de la 
perpendiculaire menée de O sur cette tangente. Si du foyer F 


4o | CHAPITRE I. 


on abaisse FK perpendiculaire sur la tangente, K sera sur la 
tangente SK au sommet. Soient M le point où SP rencontre 


la directrice, I le milieu de PK; les angles FKS, KSI, ISP, 


Fig. 14. 


T 0 S pe 


SPO sont égaux; or MOP — ISK, donc ISK — MPO, donc 
MO = MP, et l’on a le mode de génération suivant de la 
strophoïde : 

Prendre un point fixe S et une droite fixe OD, mener le 
rayon vecteur SMP, prendre MP — MO; le lieu du point P 
est la strophoïde. La droite OP est un diamètre de la courbe, 
ainsi que l’on s’en assure en cherchant l'équation de la stro- 
phoïde engendrée comme il vient d’être dit. | 

En prenant OT pour axe des æ, OD pour axe des yet 
en faisant OS — &, on a, pour équation de la strophoïde, 


TY? + 28 + a(x2— y?) — 0. 


Les cercles ayant leur centre sur la parabole et passant par le 
pied O de la directrice sont tangents à la strophoïde. Nous 
laissons au lecteur le soin de démontrer cette proposition. 
4° La podaire de la parabole, quand on prend le sommet 
pour pôle, est une cissoide ; ainsi le lieu du point I est une 
cissoïde. On peut donner de la cissoïde le mode de généra- 
ton suivant, imaginé par Dioclès, inventeur de cette courbe. 
Si l’on mène OA parallèle à la tangente KT à la parabole, 
le lieu du point A sera le cercle décrit sur OS comme dia- 
mètre. Les triangles JAO et IKS sont égaux; donc IS — JA. 
On peut, par suite, pour engendrer la cissoïde tracer un 
cercle, mener les rayons vecteurs issus de S, mener la tangente 


cat dép 
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au point O diamétralement opposé de S, prendre JI — SA: 
le lieu des points I est la cissoïde. 

En prenant SK pour axe des y, SO pour axe des x et en 
posant OS = @, l'équation de la cissoïde est 


(x2+ y?+ ax)x — a(x? 3) 0. 
ho La podaire de l’'hyperbole équilatère par rapport à son 
sommet est une lemniscate de Bernoulli. Gette courbe en 
coordonnées bipolaires a pour équation 


UV= C?; 


c désignant la demi-distance des pôles. Ce résultat est facile 
à vérifier par l'Analyse. 

Rappelons enfin que la droite est la podaire d’une para- 
bole par rapport à son foyer, et que le cercle est une podaire 
de conique à centre relativement à l’un de ses foyers. 


XX. — Transformation par rayons vecteurs réciproques. 


Quand deux courbes en coordonnées polaires, pour une 
même valeur de l'angle polaire, sont telles que le produit de 
leurs rayons vecteurs reste constant, on dit qu’elles sont 
transformées l’une de l’autre par rayons vecteurs r'éCi- 
proques. 


re (0), AE — 


sont les équations polaires de deux courbes transformées l’une 
de l’autre par rayons vecteurs réciproques, et l’on a HR RES 
ke? est le module de la transformation, il peut être négatif. 

On reconnaît aisément que la transformée d’une droite est 
un cercle, et que la transformée d’un cercle est un cercle qui 
se réduit à une droite, si le pôle est sur le cercle. En effet, 


l'équation du cercle est 


r2+ r(acos0 + b sin0) +c—o, 
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2 


et, en changeant ren > celte équation conserve sa forme ; 


cependant, si c — 0, elle prend la forme 


be 


— : 2 
a cos0 + b sin 


équation d’une droite. | 

Les tangentes aux points correspondants de deux courbes 
transformées l’une de l’autre par rayons vecteurs réciproques 
font des angles égaux avec le rayon vecteur commun; en 
effet, pour l’une des courbes, on a 


dû 
tang V = r Tr? 
V désignant l’angle que le rayon vecteur r fait avec la tangente 
et 0 l’angle polaire. Pour l’autre, en appelant V’ l'angle que 
_ fait le rayon vecteur r' avec la tangente, on a 


tans Vo 17 . 
or 
re 63 dr' = — ié 7 
r r? 
On en conclut 
tang V'= —7r Pe 


donc V et V’ sont supplémentaires : en d’autres termes, les 
tangentes aux deux courbes font des angles égaux avec le 
rayon vecteur, mais elles ne sont pas parallèles; elles sont 
antiparallèles. 

Il résulte de là que deux courbes et leurs transformées 
par rayons vecteurs réciproques se coupent sous le même 
angle, et cet angle est la différence des angles que les courbes 
ou leurs transformées font avec le rayon vecteur du point où 
elles se croisent. | 

Par suite, st l’on sait construire la tangente à une courbe, 
on saura aussi construire la tangente à sa transformée. 
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Nous remarquerons, en terminant, que la transformée par 
rayons vecteurs réciproques d’une conchoïde de cercle estune 
conique ayant pour foyer le pôle; en effet, la conchoïde du 
cercle a pour équations, quand on prend le pôle sur le cercle, 


r—=a+2R cost, 


R désignant le rayon du cercle et a une constante; la trans- 
formée par rayons vecteurs réciproques a pour équation 
2 « 


72 
— a+o2kRcos8? 


c’est bien l'équation générale des coniques rapportées à leur 
axe et à leur foyer. 


_ XXI. — Description de l'appareil Peaucellier et de ses dérivés. 


C’est ici l’occasion de parler d’une série d'appareils à tiges, 
qui permeitent de tracer les courbes d’un mouvement con- 
tinu. Le plus ancien de ces appareils, et le plus connu, est 
le pantographe qui permet de construire une courbe sem- 
blable à une courbe donnée : O est un point fixe (fig. 15), 


OAB une tige capable de tourner autour de O ; AD, DC, CB 
sont trois tiges formant avec AB un parallélogramme articulé 


en À, B, C, D. 


2 | AM _ OA 

? Eee: . 

Si l’on joint OC, on aura BC = OE> 
droite idéale OC rencontre AD est fixe sur la uge AD, et ce 


point décrit une figure semblable à celle que décrit le point C 


donc le point où la 


quand on fait mouvoir tout l'appareil autour du point O. Si 
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un crayon est placé en M et si avec le point C on suit un con- 
-tour donné, le crayon décrit la figure semblable, etil est clair 
que O est centre de similitude. 

Le parallélogramme de Watt est connu du lecteur, nous le 
citons simplement pour mémoire. 

L'appareil Peaucellier, ou inverseur Peaucellier, permet 
de construire d’un trait continu la figure transformée d’une 
autre par rayons vecteurs réciproques. 

L'inverseur Peaucellier (Jig. 16) se compose d’un lo- 


Fig. 16. 


Le _ 


sange ABCD articulé en chacun de ses sommets; deux tiges 
égales OA et OC sont articulées en A, en C et en O qui est un 
point fixe. Quand le point D décritune ligne, le point B décrit 


sa transformée par rayons vecteurs réciproques ; le pôle est. 


en O, le module est égal à OA AD. 

En effet, OB >< OD est égal à la puissance du point O par 
rapport au cercle décrit de À comme centre avec AD pour 
rayon. 

Voici quelques applications de l’inverseur Peaucellier : 

Si l’on fait décrire au point D un cercle, en articulant en 
D une üge DQ capable de tourner autour du point Q et 
telle que sa longueur QD — O0, le point D décrira un cercle 
passant en O, et alors B décrira une droite: l'appareil ainsi 
constitué résout le problème que Watt s'était proposé : 
transformer un mouvement circulaire en un mouvement 
rectiligne. | 


Supposons maintenant que l’on fixe le point D; on aura 


nt Mile tnt se ch. és dé 
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toujours OD >< OB — const. — #?; et, entre les rayons vec- 
teurs DB = p, DO = /, on aura la relation 


px te +p)= A ou Dep 


Si p = R cos, c’est-à-dire si l’on assujettit le point O à dé- 
crire un cercle passant en D au moyen d’une tige QO articulée 
en Q et en O, le point Q étant fixe, on aura 


42 — R2 cos? w 


R cos w 


p—= 


Supposons maintenant que O soit le point B d’un nouvel 
inverseur de Peaucellier; le point D de ce nouvel inverseur 
décrira la courbe transformée par rayons vecteurs réciproques 


de celle-ci, ou 
nus k£'2R cosw 
P 72 R'cosw 


ou, en coordonnées rectilignes, 


k2(x2+ y?) — Ra? = kA?RX 
ou 
k2y2+(k2— R)x2— K2Rx —o; 


c’est l'équation d’une conique rapportée à son sommet et 
tout à fait quelconque : parabole s1 4? — R?, ellipse si 4? R?, 
hyperbole si Æ2<R?. Cette solution pour le tracé des co- 
niques est de M. Sylvester. 

L'inverseur Peaucellier, un peu modifié, permet de tracer 
les conchoïdes d’un trait continu : adjoignons (fig. 17) à cet 
inverseur deux tiges KO et KB égales; abaissons, du point D, 
DH perpendiculaire sur OK, le point H sera fixe; donc, si 
l’on fait mouvoir la figure, D restera sur une perpendiculaire 
à OK menée par Le point fixe H sur la tige OK.. En effet, soient 


OD — »p, OP DATES OKB—= 0, 
on aura | 
es er 
OH= p sin- = —; sin- — 942 : OK = const. 
2 P 2 


Ce Q. Re D. 
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Si alors on fixe le point D et que l’on imagine une tige HM 
soudée perpendiculairement à HK, le prolongement de cette 
tige passera par le pôle D; si donc H décrit une courbe, 
M décrira sa conchoïde. 

S1 l’on fait décrire au point M un cercle passant en D au 


moyen d’une tige fixée en un point Q, tel que OM —9QD, 
H décrira une conchoïde de cercle p—=kRcosw+a; et, 
en appliquant en H l’un des points décrivants d’un inver- 


seur Peaucellier, l’autre point décrivant tracera la courbe 
72 


Oo — 
Ù R cosw + «& 


) qui est une conique. 


Voici un autre inverseur un peu plus simple que celui de 


Peaucellier. Considérons (fig. 18) un trapèze isoscèle et ses 


diagonales ; supprimons les bases et formons avec la figure 
restante un système articulé en À, B, C, D. Si l'on prend M 
MGR 

NC, 7) BU 
point fixe Q sur le prolongement de MN sera tel que 
MN > NQ — const. ; si l'on fixe N, les points M et Q décri- 


et N fixes sur les tiges AC et IB, et tels que 
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ront des figures transformées par rayons vecteurs réCi- 


proques. 
En effet, 
MN_CON, NQ_NB 
NP ICBOMICDI CCR 
donc 


MN — NQ = const. x AB x CD; 
mais, le quadrilatère ABCD étant inscripuble, 
AB x CD + AC x BD 


est égal à AD < CB; donc AB >= CD est constant et, par 
suite, MN >= NQ l’est aussi. COLE: D: 


XXII. — Théorie des enveloppes. 


Considérons une équation renfermant, outre les coordon- 
nées æ, y d’un point variable, un paramètre &, 


f(t,7, &)= 0. 


Pour chaque valeur de a, cette équation représentera une 
courbe; toutes les courbes obtenues ainsi constituent ce que 
l’on appelle une famille. 

Étudions les deux courbes infiniment voisines de la famille, 
obtenues en donnant au paramètre les valeurs & et a + da, 
savoir | 


(1) J(æ,7;4a)= 0, f(æ&,y,a+da)=o, 


ces deux courbes se couperont en général en plusieurs points. 
Si l’on considère l’un d’eux, on peut se proposer de trouver 
les coordonnées de sa position limite quand da tend vers 
zéro. Cette position limite est une des intersections succes- 
sives des courbes de la famille. 

La courbe dont l'équation est 


TAC E a +: da)— f(x, y; a) 
3 = 10) 
da 
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ou, en désignant par 6 un nombre compris entre o et 5, 
J'(2,7, a + 0 da) 39 


f” désignant une dérivée relative à a, passe par les points 
communs aux courbes (1). elle peut remplacer (2); à la limite, 
les points cherchés se trouvent donc à l'intersection des 
courbes 


(2) FE OMR 


‘da 

Le lieu des points limites en question ou, si l’on veut, le 
lieu des intersections successives des courbes de la famille 
s’obtiendra en éliminant & entre les deux équations (2). On 
a donné à ce lieu le nom d’enveloppe des courbes de la famille ; 
celles-c1 portent le nom d’enveloppées. 


Taéorème 1. — L’enveloppe d’une famille de courbes est 
tangente à toutes les enveloppées. 


En effet, soit 
(1) f(&;Y3a)=0 


l'équation d’une famulle de courbes ; nous venons de voir que, 
pour en trouver l'enveloppe, il faut éliminer @ entre cette 
équation (1) et sa dérivée relative à a 


Deer 


DA 


(2) 


0; 


l'équation (1) peut être considérée comme celle de l’enve- 
loppe, si l’on y suppose & non plus constant, mais égal à la 
fonction de æ et de y que l’on obtiendrait en résolvant 
l'équation (2) par rapport à a. 

Maintenant cherchons le coefficient angulaire de la tangente 
à l’enveloppe et à l’enveloppée au point commun x, y. A cet 
effet, différentions (1), en considérant & comme une con- 
stante ; nous aurons 


of. 9 dy 
(3) 0æ op de © 
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d’où l’on déduira le coefficient angulaire # de l’enveloppée 
a , 


Différentions au contraire la même équation, en supposant & 
fonction de x et de y et déduit de (2); nous aurons 


(4) HAN ddy edf {04 da dy 
ê 0x dy dx da 


— O; 


0x dy dx 
mais, en vertu de (2), cette équation se réduit à 
DAS OI) 

5 = D. 

(5) 0x dy dx “ 

Cette équation ne diffère de (3) que parce que & dans (3) 
représente une constante, et que dans (5) il représente une 
certaine fonction de x et y; mais, au point (x,y) commun à 


l'enveloppe et à l’enveloppée, la constante et la fonction ont 
la même valeur; donc (5) et (5) fournissent la même valeur 


d . , , 
de _ et par suite l'enveloppe et l’enveloppée ont même tan- 


gente. C.Q.F.D. 
On voit que ce théorème tombera en défaut quand on aura 

s LATE DNS FES ) 1: - 

à la fois D, 0 est-à-dire quand l'enveloppe sera 


un lieu de points singuliers; mais alors on ne conserve pas 
généralement la dénomination d’enveloppe au lieu des inter- 
sections successives des courbes de la famille. 


Taéorëme Il. — Sz l’on considère une famille de courbes, 
toute courbe tangente à chaque courbe de la famille est 
leur enveloppe. 

En effet, soit f(x, y, a)— 0 l'équation d’une famille de 


courbes; si une courbe C ayant pour équation F(x,y)— 0 
leur est tangente, on pourra toujours déterminer & en fonction 


de x et de y, de telle sorte que 
(LP a)=F(x, 7), 
quels que soient x et y. Alors 


f(æ, y, a)=0 
L. — Traité d'Analyse, IT. 


+ 
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pourra représenter la courbe C tangente à toutes les courbes 
4 ? d Mae 
de la famille. Tirons qe cette équation, en supposant & 
dx ) 


variable ; nous aurons 


0. J0fedy of {da da æ)= 
(a Ds LP + (0e + 0 de) 


et, en supposant «a constant, 


RUE 2 
0e. Doyle 


° d , Ë 
Si les deux valeurs de _. sont égales pour une même valeur 


de + et y, il faut que l’on ait 


0 
Ne da dy __ 44, saurait être nul, sans quoi a serait 
0x  Ôy dx dx 1 4 1 
constant. 
of 
\ ;| A ntles À “1e 

Or les points où l’on a à la fois f— 0, 33 — 0 appartiennent 

à l'enveloppe. C.Q.F.D. 


On voit également que si F(x, y) = o représente un lieu 
de points singuliers, l'équation (P) devra être satisfaite en. 


0 0 LA 
supposant sl — 0, g — oetf— 0, c’est-à-dire en supposant 
D) . . . . e 
1e I0rel ° — 0. Un lieu de points singuliers d’une famille 


de courbes fait donc en général partie de l'enveloppe de cette 
famille. 


XXIII. — Recherche de quelques enveloppes. 


Comme application de la théorie que nous venons de déve- 
lopper, cherchons d'abord l'enveloppe des cercles repré- 
sentés par l'équation 


(1) (æ—aÿ +y?= R?. 
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En différentiant par rapport à &, on trouve 
2(T— a) = 0 ou Det; 
el l'élimination de & donne 
2h? QURARE =  R. 


équation qui représente deux droites, résultat évident a 
priori. Maintenant résolvons encore le même problème, mais 
en écrivant l'équation (1) sous la forme 


(2) a—=2+YR?— 7y2. 


La différentiation relative à a donne 1 — 0, résultat absurde, 
et 1l semble qu'il n'y ait pas d’enveloppe. Pour peu que l’on 
rélléchisse, on s’apercevra que les résultats, en apparence con- 
tradictoires, que nous venons de rencontrer, ne s'appliquent 
pas en réalité à la même question. En effet, l'équation (2) 
représente non pas les cercles (1), mais une série de demi- 
cercles qui ne se coupent pas et qui n’ont pas d’enveloppe. 
Les demi-cercles 

a=x—#R?— y? 


n’en ont pas non plus. Mais les cercles complets 
V4 RE ARE N e 


ont une enveloppe, que l’on obtiendra, non pas en différen- 
ant par rapport à @ l'équation précédente, car celle-ci est 
en réalité l’ensemble de deux équations, mais en procédant 
de la manière suivante. Donnons à a les valeurs a et a + }, 
et considérons les demi-cercles 

a—xz—YR?— 7}, 


a+h=x+yR?— 72, 
ils se coupent au point donné par les équations 
a = T— VR?— y?, RE 2VR2—y2 
ou, à la limite pour À = 0, 


a — 7 — VF? 73, 0 = ÿR?— 72; 
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et le lieu des intersections sera donné par l'équation | 


a — V R2 — y?, 
comme tout à l’heure. 
En général, les familles de courbes dans lesquelles le para- 
mètre entre au premier degré n'ont pas d'enveloppe; on sait, 
en effet, que l'équation | 


p(æ Y)+aÿ(x;, y)=0 


représente un faisceau de courbes passant par des points 
fixes, et que 

œ(æ, J)=a 
représente des courbes qui ne sauraient avoir de points com- 
muns et par suite d’enveloppe. D'ailleurs la différentiation 
relative à « donne, dans le premier cas, d(x, y)= 0 et, dans 


le second, o — 1. 


ProrLème. — De tous les points d’une parabole on abaisse 
des perpendiculaires sur l’axe et sur la tangente au som- 
met: trouver l'enveloppe de la droite qui joint les pieds 
de ces perpendiculaires. 


L'équation de la parabole est 
Y?=2PT: 
les pieds des perpendiculaires en question ont donc pour coor- | 


2 
données o,7y et . , 0; l'équation de la droite dont on cherche 


l’enveloppe est 
2p 
F? 


Y 
+ — =I 
di 
ou 
2pX EE YY = TE, 


en éliminant y entre cette équation et sa dérivée 


Y—2y; 


on à 
Y2+8pX—0; 
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l'enveloppe cherchée est donc une autre parabole de para- 
mètre quatre fois plus grand. 


XXIV. — Sur quelques simplifications que peuvent présenter 
| les calculs d’enveloppes. 


Pour trouver l’enveloppe d’une famille de courbes 


(1) HÉDT AG )EE0, 

on élimine « entre cette équation et 
Ô 

(2) Lo; 


l'enveloppe peut donc être définie : le lieu des points pour 
lesquels l’équation (1) a une racine double; par suite, le 
lieu de ces points s’obtiendra en égalant à zéro le discriminant 


, = A (47 
de Péquation (1) rendue homogène en remplaçant & par ne 


Soit 
VGA 0 dv) 0 


l'équation (1) rendue homogène; on pourra la remplacer par 


(3) aT + pY 


et le système (1), (2) par le système (2), (3). Or, en combi- 


TS 
nant (2) et (3), on trouve 55 — 0; donc l’enveloppe d’une 


famille de courbes, contenant sous forme homogène les 
paramètres à, b, 


fa; b) — 0, 
s'obtient en éliminant a et b entre 


CPS NACRE 
Dale AE ÈS 


Ainsi l'enveloppe des paraboles du paragraphe précédent 


2pX+Yy—7y?=0o 
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pouvait s'obtenir de suite en égalantle discriminant Y?+8p X 
à ZéTO. 

Il arrive souvént qu’au lieu de donner une famille de courbes 
au moyen d’une seule équation on la donne au moyen de 
plusieurs équations, telles que 


Da( Ts Vs As Boy +.) An) — O0; 
(1) Pa(d1; Mo, ..., An) = 0; 

RSR ST ENTER à 

n(@; U2r » An) — 0 


Les équations 6, — 0,...,%,=— 0 permettant d'exprimer &@», 
dy... dr en fonction de a,, par exemple, l'équation 4, = 0, 
dans laquelle &2, a3, ..., a, seront fonctions de a,, représen- 
tera une famille de courbes; cela revient à dire que l’ensemble 
des équations (1) représente cette famille. 

Pour avoir l'enveloppe, on différentiera les équations (1) 
el l’on aura 


Ô dv, 
_. da + . da + . An = 
OS MR no ; 
) 
On da) + En da - LEP} 770 0; 
0; 0@2 Van 


la première de ces équations peut être considérée comme la 
dérivée de la première équation (1), prise par rapport à @,, à 

Ca dan 
AN re 
valeurs déduites des autres formules (2). Cela fait, il faudrait 
éliminer &, entre les premières équations (1) et (2), ce qui 
revient à éliminer &;, &, ..., a, et leurs différentielles 
entre (1) et (2); or le résultat de l’élimination des différen- 
telles est 


la condition de supposer remplacés par leurs 


0 1 295 cs On 
(3) (1 ? Pa) 


0(a1, A2, y An) 16 


O. 


Donc, pour trouver l’enveloppe d’une famille de courbes 
données par plusieurs équations, il faut éliminer les para- 


GÉOMÉTRIE PLANE. 55 


mètres variables entre les équations données et le détermi- 
nant fonctionnel de leurs premiers membres égalé à zéro. 

Quand les variables &;, &>, ... entrent sous forme homo- 
gène et sont en nombre supérieur d’une unité au nombre des 
équations, on peut obtenir plus d'équations pour faire l’éli- 
mination ; les nouvelles équations rentrent bien entendu dans 
les anciennes. Soit donc a», une nouvelle variable introduite 
pour l’homogénéité ; outre l’équation (3), on aura à considé- 
rer les équations (1), et l’on pourra les écrire 


dv: 00: 1 
dy —— —- : ! oi mo 2 / —= O 
da;  0@ (0 n+1 à 
0 D cr nee biaiete ne sun + : 
00» 907 07 
+ de + An+1 = 0) 
da 0@ VAn+1 
oronen tire 
da NT do 
J(E1, EE) On) (1, …..) On) 
OU, 4 nn) CPE) 


L'un des dénominateurs étant nul en vertu de (3), les autres 
le sont donc aussi, ce qui peut être utile. 


Propzème 1. — Trouver l’enveloppe d’une droite de lon- 
gueur constante qui s'appuie sur deux droites rectangu- 
laires. 


L'équation de cette ligne rapportée aux deux droites sur 
lesquelles elle s'appuie est 


(1) br + ay = ab, 


a et b désignant ses coordonnées à l’origine. Si l’on appelle / 
la longueur de la droite, on aura 


(2) æ+b=t 
l'enveloppe cherchée s’obtiendra en éliminant «& et b entre 
(1), (2) et leur déterminant 

a b 


(3) y—b a — 0 ou ax — by = — b?-+ a; 
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de (1) et (3) on ure 


S 
8 
Il 


(a+ b?)xr =, ai ou ai, 


(a+ b?)y = — b3 ou ly = — bi 


et par suite, en vertu de (2), 


C’est aussi le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées 
d’un point d’un cercle sur la droite qui joint les pieds de ses 
coordonnées relatives à deux axes rectangulaires passant par 
le centre. 


Proszëme Il. — Trouver l’enveloppe des ellipses d’aire 
donnée, ayant leurs axes dirigés suivant les mêmes droites. 


L'équation de ces ellipses est 


ay? + ba? = kt, 


a? b? = kt. 


Pour trouver l'enveloppe, il faut éliminer «?, b? entre ces 
équations et l’équation obtenue en égalant à zéro le détermi- 
nant des fonctions a?y? + b?x? et a? b? pris par rapport à 
a? et b?, ou 


ou 


ay? — b?x? — 0; 


le résultat de l'élimination est 


7 
2 »9 LV die 
T 7 == â ; 
il donne les deux hyperboles 
PEU 1 re 
ATEN LORE: 


Remarque. — L'enveloppe de X — 21 Y +22 — 0, où 
X, Y, Z sont des fonctions de x, y et où À est un paramètre 
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variable, peut s’obtenir en écrivant que celte équation a des 
racines égales; cette enveloppe a donc pour équation 


(a) VX 7 0: 


En particulier, on voit que, si X, Ÿ, Z sont des coordonnées 
trilinéaires, l'équation proposée est celle d’une tangente quel- 
conque à la conique (a). 


XXV. — Des coordonnées tangentielles. 


Si l’on considère une droite 


(1) æE+yn =1, 


5 & ue I I . 
dont les coordonnées à l’origine sont Er cette droite sera 


parfaitement déterminée quand on donnera Eetn; ces quan- 
tités portent le nom de coordonnées tangentielles de la 
droite et l’on dit que les coordonnées x, y d’un point sont des 
coordonnées cartésiennes. Si maintenant on établit entre £ 
et n une relation telle que 


(2) LÉCes n)= 0, 


cette droite enveloppera une certaine courbe dont (2) sera 
dite l'équation tangentielle, et (1) sera l'équation en coor- 
données ordinaires d’une de ses tangentes ayant pour coor- 
données Ë, n. 

Dans ce système de coordonnées, un point, comme nous 
allons le voir, est représenté par une équation, et, pour 
avoir l'équation d’une courbe quelconque, il suffit d'exprimer 
que la droite (1) est une tangente. 


ÉqQuarions pu PREMIER DEGRÉ. — T'oute équation du pre- 
mier degré représente un point. 


En effet, l’équation 
(2 bis) à at+bn+c—=o 


établit une relation du premier degré entre & et n. L'équa- 
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uon (1) ne dépend plus alors que d’un seul paramètre entrant 
au premier degré et, parsuite, représente un faisceau de droites 
passant par un point fixe qui est leur enveloppe. Effectuons 
les calculs : on tire de l'équation (2 bts) 


c+—bn 
a 


Î 


et, en portant cette valeur de & dans (1). 


C+—bn. 
— + ny =; 


c’est l'équation d’une droite passant par l'intersection des 
deux droites 

ë T+-1—=0 b TL Æt0 

a THE a Jo 


ou bien 


Le point représenté par (2 bis) a donc pour coordonnées 
[42 


b "+ 1’ LL LL 9 L2 14 L2 
— et — =. Réciproquement, si l’on veut obtenir l’équation 
C C 
tangentielle du point dont les coordonnées sont x, CE 


faudra écrire que la droite Q 1) passe par ce point; cette équa- 
tion sera 


ToË + Yon = 1. 
La droite dont les coordonnées sont o et E est parallèle à l’axe 


des y; la droite dont les coordonnées sont o et o est la droite 
de l'infini. 


L'équation aë — 1 représente un point dont l’ordonnée 
est nulle : il est par suite situé sur l’axe des æ; l'équation 
const. — o représente l’origine des coordonnées; 


at+bn=o 
représenterait au contraire un point à l'infini. 


ÉqQuarions Du sEcoND pEcré. — Une équation du second 
degré représente une conique. 
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En effet, supposons l'équation suivante du second degré 


(2) DRE; n)=0; 


pour obtenir l'équation de la courbe en coordonnées ordi- 
naires, il faudra chercher l'enveloppe de (1), ce qui se fera 
en égalant à zéro le déterminant de (1)et(2)eten éliminant 
ë, ñn entre (L (apet l'équation ainsi obtenue; cette équa- 


tion est 
of of 
ou bien 
1 Of 01 
RER 
MAO NOT 


et, en supposant que l’on rende (1) et (2) homogènes par 
l'introduction des nouvelles variables 3 et, 


2 AT 
ERCU 

D OS ES done (1 of 
Hd Won M AXE Ep z 


(3) RO on AN à 


En éliminant p, £, n, Centre ces équations et (1), on en dé- 
duit une équation du second degré. Soit 


1(én)= af +2bEn + con + 2 dit +oenc+fe; 


cette équation sera 


NU 3) d x 
Lb'VCuRrE 4 

— 0. 
ACT Le A | 
T Y —1 0 


Réciproquement, l'équation tangentielle de la conique 


Az +2Bxy + Cy?+2aDzxs+2Eys+Fz= 0 
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s’obtiendra en écrivant que la droite (1) l'enveloppe ou la 
touche; la condition pour qu'il en soit ainsi est (p: 11) 


AND 
BLÉCMENPES 
DFE IRC EN 
Ë nN —#7 o 


Où remarquera l’analogie entre cette formule et la précé- 
dente, analogie qui se développera et s’expliquera plus loin. 


EQUATIONS DE DEGRÉ SUPÉRIEUR. — Si l'équation j(£, n)= 06 
est de degré supérieur, ou même transcendante, on obtiendra 
l'équation ordinaire de l'enveloppe en éliminant toujours Ë, 
n, Centre (1) et (3); mais l'équation résultante n’est pas d’un 
degré égal à celui de J: 


XXVI. — Résolution de quelques problèmes. 


Deux équations tangentielles, prises simultanément, 
(1) p(Em)=0, DEA E0, 


déterminent les coordonnées d’une droite, ou de plusieurs 
droites, dont les coordonnées sont les solutions communes à 
ces deux équations. Une droite (Ë, n), dont les coordonnées 
satisfont aux équations (1), est tangente à la fois aux deux 
courbes © — 0, d — 0; c’est une tangente commune. 

Lorsque les équations (1) sont du premier degré, leur 
solution commune (E£, n) représente la droite qui unit les 
points @— 0, Ÿ — 0. 

Pour exprimer qu'une droite (Ë', n!) touche une courbe 
f(Ë, n)=0, il suffit d'exprimer que l’on a (EL 
.6, n sont les coordonnées d’une droite xË + PNA 
en vertu de f(Ë, n)— 0, enveloppe cette courbe. 

Par exemple, 


at'+bn'+c—=o 
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exprime que la droite (£', n/) passe par le point 
at+bn+c—=o. 
Enfin il est bon d'observer que 
o(É, n)+AV(E, n) +40 
est l'équation d’une série de courbes qui touchent une même 
droite tangente à 9 — 0,  — 0. 
ProgzÈème 1. — Trouver la distance d’un point à une 
droite. 
Soient E’, n les coordonnées de la droite, et 
at+bn+c—=o 


- l'équation du point. En coordonnées ordinaires ou carté- 
siennes, l'équation de la droite sera 


ÉT+NnY—= ; 


; | k a b ; 
les coordonnées du point seront — ee: la distance cher- 


chée sera donc 


5 4 RE 1 + #1 1 ; 
C % ES at + bn +—c 
VE TEST 
ProscÈème [l. — 7Jrouver la distance de deux points. 
Soient 
at+bn+c=o, ad'E+b'n+c=o, 


leurs équations tangentielles; leurs coordonnées cartésiennes 
seront 


a b D. b' 
— et er le ne 
c 


leur distance sera donc 


se 
LS STATE Re ol (acc Pb co: 
5 NET: 00 (e Ge " CC’ 


4 
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Pro8zëme III. — Trouver l'équation du cercle ayant 
pour centre le point a + bn +c—0o, et pour rayon R. 


Ce cercle est l’enveloppe d’une droite £x,+ ny = 1 située à 
la distance R du point en question et dont les coordonnées 
b ; $ 
sont — ©, — -; on a donc, en exprimant que la distance du 
C C 
point à la droite est R, 


(at+ bn +c} 


R?2 = = — 
CALE EE 0 


Cette équation est de la forme 


En = (hi + Br 0 


XXVII. — Recherche des points de contact d'une courbe 
avec ses tangentes, etc. 


Nous avons vu plus haut que les tangentes communes à 


deux courbes 
ph 0, d = 0; 


données en coordonnées tangentielles, avaient pour coordon- 
nées les solutions communes à ces deux équations; il en résulte 
que, si elles sont de degrés m et n, le nombre des tangentes 
communes sera mn. Si l’on convient d’appeler classe d’une 
courbe le degré de son équation tangentielle, on voit que 
deux courbes de classes mn et » ont mn tangentes communes. 

Nous allons voir qu’une courbe de degré m est en général 
de la classe m(m — 1); le nombre des tangentes communes 
à deux courbes de degrés m et n est donc mn (m — 1)(R— 1). 


Tuéorime. — Si le degré de l’équation tangentielle 
d’une courbe est n, on peut lui mener par un point donné 
n tangentes; et, vice versa, si par un point donné on peut 
mener à une courbe n tangentes, le degré de son équation 
tangentielle sera n et l’on dira qu’elle est de nième classe. 


En effet, le nombre des tangentes à la courbe f(E, n)= 0, 


CR. 


dr dat et on on dede Énle.  éd- AES  fn 


sim. ben dé dr à 
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qui passent par un point @aë + bn + c — 0, est égal au pro- 
duit des degrés de ces deux équations; il est donc égal au 
degré de f, et vice versa. 

Il résulte de là que l’équation tangentielle d’une courbe 
de degré m est de degré m(m — 1), puisqu'on peut lui me- 
ner en général m(m— 1) tangentes par un point extérieur. 


Pro8zÈmME Ï1. — Æ'tant donnée une courbe en coordon- 
nées tangentielles 


(1) CE n)=0 
et les coordonnées &, n d’une de ses tangentes, trouver 


l’équation du point de contact de cette tangente. 


L’équation du point de contact est celle d’un point qui 
d P P q 
appartient à deux tangentes infiniment voisines, és n el 
E+ dé, n + dn; l'équation suivante 


= 


aë +"oH + c—0o 


du point en question, où €, H sont les coordonnées courantes, 
devra donc être satisfaite pour # — &, H— 1, et pour 


E —=t-+dE£ et H = n + dn; 


on doit donc avoir 
at+bn+—c—=o, 
adt + bdn =»; 


d'où l’on conclut, en éliminant @, b, c, 


(2) (E—t)dn—(H—n)d& =0o ou H 7 = D 


Telle est l'équation du point de contact, analogue à celle de 
la tangente en coordonnées ordinaires. L’équation (1) diffé- 
rentiée donne 

0) 0 
(3) . a+ 
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et, en éliminant dE, dn entre (2) et (3), on a l'équation d’un 
point de contact sous la forme \ 


(E — À SE + (H— 9) D = 0 


Si l’on rend la fonction f homogène par l'introduction d’une 
nouvelle variable Ÿ, cette équation prend la forme 


Ying (r8 0e 


 0Ë Œ 
ou 
CRT AR CIE 
en observant que 
Of TO RAOTER 
SEE de Pons 
PROBLÈME IL. — Trouver l'intersection d’une droite avec 


une courbe donnée en coordonnées tangentielles. 


Reprenons les notations et les formules du problème pré- 
cédent. Soient &s, no les coordonnées de la droite donnée. 
L'équation (4) est celle d'un point situé sur la courbe; pour 
exprimer qu'il contient la droite Ë,, no, 1l faudra écrire que 
son équation est satisfaite par les coordonnées de la droite ; 
on aura donc 


(5) be rm LU = 0 
Cette équation, jointe à celle de la courbe, fera connaître les 
tangentes de la courbe aux points où la droite donnée la ren- L 
contre; cette équation (5) est de degré mia f est de 
degré m. Donc m(m — 1) est le nombre de points communs 
à la courbe et à la droite. 

I! résulte de là qu’une courbe de mière classe est d’ordre 
m(m —1).1l y al à une sorte de paradoxe; en effet, une courbe 
de degré m{(m — 1) serait de la classe 


an time. hit ls, "à À 


LCR] rm = 1e 1} | 


nombre supérieur à 7n. Il faut simplement conclure de là que 
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la courbe la plus générale de degré m n’est pas la courbe la 
plus générale de sa classe, et que la courbe la plus générale 
de classe m n’est pas la courbe la plus générale de son degré. 


XXVIII. — Coordonnées trilméaires. 


S1 l’on exprime que la droite 
cr) be ny+ts= 0 
touche la courbe 
(2) | CRIE 


donnée en coordonnées homogènes ou trilinéaires, on obtient 
une équation 


(4) ‘@(E, M eETO; 


que l’on peut regarder comme l'équation tangentielle homo- 
gène de la courbe (2) ou comme son équation en coordon- 
nées trilinéaires tangentielles ; ou, comme l’on dit, en coor- 
_ données trilatères; dans l’un ou l'autre cas, Ë, n, G seront les 
coordonnées de la droite (1). 

IL va sans dire que, lorsque l'équation (3) est du premier 
degré, elle représente un point; quand elle est du second 
degré, elle représente une conique; quand elle est du degré 
n, elle représente une courbe de elasse n. 

Les coordonnées du point qui a pour équation 


(4) lé mn+nt=o 
s’obtiendront en cherchant le point fixe par lequel passe la 


droite (1) quand l'équation (4) a lieu; en appelant +, y, 3 les 
coordonnées de ce point, on trouve 


Soient toujours a, b, c les côtés, À, B, C les angles du 
triangle de référence et 
(1) BE P mr = 0 
L. — Traité d'Analyse, II. 


[Sa 
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l'équation d’une droite; en appelant s l aire du triangle de 
référence, on à 
ax +by+cz—2s. 
Appelons 61, n1, Q les distances des sommets A, B, C du 
triangle de référence à la droite (1), considérées comme posi- 
tives ou négatives suivant qu'elles sont dirigées dans un sens 
ou en sens contraire. 
Soient, en coordonnées ordinaires, 
æ—=X cosa + YŸ sina — p = 0, 
y=Xcosi+Ysinf—g=—0o, 
z—=Xcosy+—Ysiny—r—=0 
les équations des côtés du triangle de référence; l’équation 
de (1) en coordonnées ordinaires sera 


X(E cosa + n cosf + C cosy) 
LL Y(E sine en ee) O0 A C0 


et l’on aura | 
£(p sin A + g sin B + r sin G) coséc À 
VE + n+ C— ant cos A — at cosB — 2 En cos C 


Fr 
1 — 


Les coordonnées €, n, { sont donc proportionnelles à EL 
et pourront, si l’on veut, être regardées comme égales à ces 


quantités. 


Or (psinA+gsinB+r sinC) coséc À est égal à 


ap + bg + cr 
a 1 


A z \ 25 ’ L4 
c’est-à-dire à re en sorte que la formule précédente donne 


les relations 


DEEE CTI TO Sera 25 
== 2 
nl C | VE +n+C—onçcos A —92€t#cosB—26êncosQ 


d’où l’on ure 


(at) +(bm} + (ci) 
—2bcnitcos À —2catikicosB _ 5 abE 1 EEE 4 52, 


relation qui lie entre elles les trois distances E,, n1, G1, que 


! 


. 
VV 
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l’on pourra, si l’on veut, considérer comme les coordonnées 
d’une droite. On en conclut que 

ne C—2n6 cos A — ott cosB — 2fn cosC — 0 
est l'équation de deux points à l'infini. Pour trouver ces 
points, on mettra l'équation précédente sous la forme 
(Ë— n cos CO — E cosB }? + (n sin O + CsinB} = 0 
ou | 


les coordonnées de ces points sont proportionnelles à 
1, —e+CV—1, — e+tBy—i. 


ce sont les ombilics, comme on le verra $S XXXIV. 


XXIX. — Remarque au sujet des coordonnées tangentielles. 


Quand les coordonnées d’un point sont transformées par 
une substitution, les coordonnées d’une droite sont trans- 
formées par la substitution inverse. Ces variables sont 
donc contragrédientes. 


Considérons la droite 


Et+ny+izso; 
si nous posons 
T=aL+by + cz, 
JY= ax + b'y'+ cz, 
Z = ax + d'y" + ze 
l'équation de la droite devient 


(aË + an + a"C)z'+(bE + bn + b'E)y' + (ct + c'n + c'Eyz = 0: 


les coordonnées (£, n, €) sont devenues aË + 4/n + a'C, 
DE bin + D'É . .. ; elles sont bien transformées par la sub- 
stitution inverse. 

S1 l'on considère l'équation d’une courbe f(x, y, A) == 00 
coordonnées ordinaires, et son équation p(Ë: 1; ©) —=;o7en 
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coordonnées tangentielles, les fonctions f et © sont alors des 
contrevariants. | 

Lorsque la fonction f est du second degré, la fonction & 
est sa fonction adjointe. 


XXX. — Des figures polaires réciproques. 


On appelle polaire réciproque d’une courbe 


(1) J(2,9,3)=0; 


par rapport à une conique 
(2) o(#,Y, 3)=0, 


l'enveloppe des polaires des divers points de la courbe rela- 
lives à la conique. 

Pour trouver la polaire réciproque de (1) par rapport à la 
conique (2), il faudra chercher l'enveloppe de la polaire du 
point (æ, y, 3), savoir 
ET tn 


dt 
+nS += 0, 


(6 0x OV 


que l’on peut aussi écrire 
© 0 ( 
(4) BR TR TE = 


Pour cela, on éliminera x, y, z entre (1), et les équations 
obtenues en égalant à zéro les déterminants des premiers 
membres de (1) et (4), savoir 


Of Of 

0x 0 2 

ee nt) nes 
Œ ô 


QG 00 OF 0 00 
0x 0 O7 On 0z' ot? 


l’une de ces équations est d’ailleurs surabondante. 


de a = 
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La polaire réciproque d’une courbe est aussi le lieu des 
pôles de ses diverses tangentes. 


En effet, rappelons que le pôle d’une droite 
Ax+By+Cz=o, 


relativement à la conique (2), est donné par la formule 


le pôle de la tangente 


ie DO ACT PA 
Fére MErarerr 


à la courbe (1) sera donné par la formule suivante, où &, n, € 
seront les coordonnées du pôle, 


DCR OPNUR 0/2 
Ôz' 0  0ÿ On : 0 


Pour avoir le lieu du pôle, il faudra éliminer x, y, 3 entre 
ces équations et (1). C’est le procédé employé précédemment 
. pour trouver la polaire réciproque de): 

Il résulte de là que la polaire réciproque d’une courbe a 
pour polaire réciproque la courbe elle-même, ce qui justifie 
la dénomination de polaires réciproques donnée aux courbes 
que nous venons de considérer. 

IL faut remarquer que la classe d’une courbe est égale au 
degré de sa polaire réciproque, et vice versa. En effet, si l'or 
considère une sécante à la courbe proposée, elle la rencon- 
trera en m points, » désignant le degré de la courbe; les 
polaires de ces mêmes points concourront au pôle P de la 
droite considérée et seront tangentes à la polaire réciproque : 
ce seront d’ailleurs les seules tangentes que l’on pourra mener 
de P à cette courbe : elle est donc bien de la classe mn. 

CAO NEA D: 

Aïnsi la polaire réciproque d’une conique est une conique. 
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XXXI. — Des polaires réciproques par rapport à un cercle. 


Cherchons (/ig. 19) la nature de la polaire réciproque 
d'une courbe par rapport au cercle O de rayon R. Par un 
point M de cette courbe, menons une tangente MAB qui 


B_ S 


coupe le cercle en À et B, puis les tangentes AS et BS à ce 
cercle; le point de concours S de ces tangentes sera le pôle 
de MAB ou le point de la polaire réciproque correspondant 
à M. On a, en joignant OS et en appelant P le point de ren- 
contre avec AB, 
OP x OS = R?: 

or le point P appartient à la podaire de la courbe proposée 
par rapport au centre du cercle; donc :: 

La polaire réciproque d’une courbe par rapport à un 
cercle est la transformée par rayons vecteurs réciproques 
de la podaire de cette courbe par rapport au centre du 
cercle et le module de la transformation est le carré du 
rayon du cercle. 


XXXIT. — Calcul des coordonnées de la polaire réciproque d’une 
courbe en fonction des coordonnées des points de la courbe. 


Considérons le cercle imaginaire 


cé 


nb, Di ce 
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la polaire du point (æ, y) par rapport à ce cercle aura pour 
équation 

tæ+ny +Cz—o. 
Supposons que le point #, y subisse un déplacement dx, dy; 
l'équation de la polaire deviendra 


E(æ + dæ)+n(y + dy)+Cz=o, 
l'intersection de cette droite avec la première satisfera à 
l'équation 
Edxz +n dy +Cdz =, 
où l’on peut supposer d3 —0;0ona donc 


2 1 (4 


zdy—7dzs vdz—-2dr x dy —7 dd? 


On en conclut les coordonnées du point (£, n, 6) de la 
figure polaire réciproque de la figure décrite par le point 
(x, y). En détruisant l’'homogénéité, on a 


dy da 


(1) NC yde 1 dy —ydx 


Les coordonnées de la tangente au lieu décrit par le pont 
(x, y) sont faciles à calculer, car cette tangente a pour équa- 
tion 

(Y—7)dz—(X—zx)dy = 0, 


et ses coordonnées à l’origine ont pour inverses les expres- 
sions (1). Donc les coordonnées tangentielles d’une tangente 
à une courbe sont égales aux coordonnées du point corres- 
pondant de la polaire réciproque par rapport au cercle 
En: — 0. Donc : 


L'équation tangentielle d’une courbe est ausst l’équa- 
tion de sa polaire réciproque en coordonnées ordinaires, 
quand on suppose les coordonnées tangentrelles remplacées 
par des coordonnées ordinaires, la conique directrice étant 
le cercle x? + y? +1—o (voir p. 68). 
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XXXIII. — Podaires inverses. 


On appelle podaire inverse d’une courbe la courbe qui a 
celle-ci pour podaire. 

Pour trouver la podaire inverse d’une courbe, on peut 
chercher l'enveloppe des perpendiculaires aux extrémités des 
rayons vecteurs de cette courbe; on peut aussi s'appuyer sur 
ce que la polaire réciproque d’une courbe par rapport à un 
cercle est la transformée par rayons vecteurs réciproques de 
la podaire de cette courbe. Par exemple : 


1° Quelle est la courbe dont la podaire est une droite? | 


La transformée par rayons vecteurs réciproques de la podaire 
est un cercle; quant à la polaire réciproque de ce cercle, c’est 
une parabole ayant le pôle pour foyer ; donc la courbe cher- 
chée est une parabole, ce que l’on savait. 


2° Quelle est la courbe dont la podaire est un cercle? 


La transformée par rayons vecteurs réciproques d’un cercle 
est un cercle, la transformée par polaires réciproques d’un 
cercle par rapport à un autre cercle est une conique ayant 
son foyer au centre de ce cercle; donc la podaire inverse d’un 
cercle est une conique ayant son foyer au pôle de la transfor- 
mation, ce qui est évident par les propriétés connues de 


l’ellipse. 


XXXIV. — Sur les ombilics et les droites isotropes. 


Nous avons déjà dit ce que nous devions entendre par la 
droite de l'infini. On appelle droite tsotrope une droite qui 


à pour coefficient angulaire Eÿ— 1. Par tout point a, ÿ 
passent deux droites isotropes ayant pour équations 


PORT VEI (GE) 20, 17 SET CSS 


+ mime MS 
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dont l’ensemble peut être représenté par 
(y—=pY+(m— a) = 0. 


Les deux droites isotropes passant en x, $ forment un cercle 
de rayon nul, ayant son centre en «, $. Ce sont aussi, si l’on 
veut, les asymptotes de tous les cercles ayant leurs centres 
en x, B. Toutes les droites isotropes rencontrent la droite 
de l'infini en deux points fixes, que l’on appelle ombilics. 
Quoique ces notions soient en général bien connues du lec- 
teur, nous allons préciser celle des ombilics. 

Prenons des coordonnées trilinéaires : l'équation du cercle 
circonscrit au triangle de référence est 


yzsinA + 2x sinB +zxysinC—o ou ayz + 0%z+ Ccxy = 0, 


À, B, C désignant les angles du triangle de référence; à, b, c 
ses côtés (on s’en assure facilement en remplaçant x, y, 
par leurs valeurs en coordonnées ordinaires). L'équation d’un 
cercle quelconque s’obtiendra en ajoutant au premier membre 
de cette équation des termes du premier degré par rapport 
aux coordonnées ordinaires, soit, en coordonnées trilinéaires, 
des termes tels que 


(ax + by +cz)(lx + my + n3), 


car le premier facteur est une constante, le double de Paire 
du triangle de référence. Ainsi l’équation d’un cercle quel- 
conque est 


Gi) ayzs+bxz+ cry +(ax+by+cz)(ix + my +nz)=o. 


L'équation générale des droites isotropes s’obtiendra en écri- 
vant que le premier membre de cette équation est le produit 
de deux facteurs du premier degré, ou en annulant son dis- 
criminant. | 

Si l’on coupe le cercle (1) par la droite de l'infini 


(2) az+by"+cz=0, 
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on obtient le même résultat qu’en coupant le cercle 
(3) ayz + bzxs + cxy —=0 


par la même droite. Donc tous les cercles, tous les couples 
de droites isotropes rencontrent la droite de l’infint aux 
deux mêmes points, dont les coordonnées x, 7, z sont solu- 
tions de (3) et (2). 

En éliminant s entre (2) et(3),ona 


(x2+ y?)ab + xy(a? + b? — c?) — 0, 
+ "Te Die 
ce que l’on peut écrire, en divisant par ab, 


LETVI ED TV COS QE 


d’où 
É = — cos QG + ÿ—1sinC = — erCy-r 
4 
ou, si l’on veut, 
| = — em+OV-1 
(4) 
œ 


substituons ces valeurs dans l’équation (3),.ou 
æ sin À + y sinB + zsinC —0; 
nous aurons 
sin À + elT<0)V—1 sin B + elT+B) V=isin CG =. 


Pour que cette équation ait lieu, il faut prendre des signes 
contraires devant C et B dans les exponentielles. Les for- 
mules (4) donneront alors 


PL e-n+nV=r, . FEES 
T œ 
ou 
Y —— elA+B)V—1, a — e-(A+C)V—1. 
œ æ 
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On peut remarquer qu’en appelant x, y, = et x’, y’, 3° les 
coordonnées des ombilics, on a 


TRANS AE ER 


En tout cas, l’ensemble des ombilics pourra toujours être 
représenté par les deux équations 


XXXV. — Foyers des courbes planes. 


On appelle foyer d’une courbe plane un point d’où lPon 
peut mener à cette courbe deux tangentes isotropes. C'est 
aussi, si l’on veut, le centre d’un cercle de rayon nul double- 
ment tangent à cette courbe; la corde de contact est la direc- 
trice correspondante. Cette définition est la généralisation 
toute naturelle des foyers dans les courbes du second degré. 
Soit 

JE n,6)= 0 


l'équation tangentielle d’une courbe; alors 


(Ver, 1° td = 0 


exprimera que y — Ê +(æ—a){ —1—0 est tangente à la 
courbe. 
Supposons l'équation précédente, mise sous la forme 


P + Ver O0: 
alors 

PS Ar O0=.0 
exprimera que y — Ê — (x — a)y—1 — o est tangente à la 
courbe, et 

F0 O0 


seront deux équations qui détermineront les foyers. Soit 7 la 
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classe de la courbe considérée, nr? sera le nombre de ses 
foyers. C’est du reste ce que l’on peut constater comme il 
suit : | 

Par chaque ombilic du plan, on peut mener 7 tangentes à 
la courbe : ceson tangentes se rencontrent en 7»? points, qui 
sont les foyers. | 

y a une exception à la règle que nous venons de signaler : 
supposons que la courbe considérée passe t fois par les om- 
bilics du plan; par chaque ombilic on pourra mener n — oi 
tangentes à la courbe, distinctes des # tangentes que l’on peu 
mener par l’ombilic même, et des à tangentes confondues 
avec la droite de l'infini; il y aura donc (n — 21)? foyers, 
intersection de ces droites distinctes des tangentes singu- 
lères dont nous venons de parler. 

Mais chacune des langentes non singulières que l’on peut 
mener par un ombilic rencontrera les tangentes à l’autre 
ombilic en # points, ce qui fait en tout 7 — 21 points de ren- 
contre; ces ? — 21 points de rencontre, ainsi que les » — 25 
autres points obtenus en permutant les rôles des ombilics, 
sont des foyers réels, que nous appellerons avec M. Laguerre 
les foyers singuliers de la courbe. 

Il ya donc(n— 25} foyers ordinaires et 2(7n — 2 t)1 foyers 
singuliers, en tout 


N— 4in + {+ oni— 4Ë— n?—9ni 


foyers; mais, si l’on considère les foyers singuliers comme 
doubles, il y aura 


n?— fin + A+ fni— Si n2— 41? 


foyers, qui, avec les ombilics qui sont des foyers d'ordre de 
multiplicité 24?, feront les n°? foyers dont une courbe de 
classe 7» est susceptible. 
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EXERCICES ET NOTES. 


1. On appelle podaire oblique d’une courbe, par rapport à un 
point O, le lieu des pieds des obliques menées du point O sur les 
tangentes à la courbe, ces obliques faisant un angle constant avec 
les tangentes correspondantes. Cela posé, prouver que : 

Toutes les podaires obliques d’un même point O par rapport à une 
courbe donnée C sont semblables. 


Les podaires obliques en question ont pour enveloppe la courbe C. 


2. On mène toutes les tangentes à une courbe donnée C, ces tan- 
gentes rencontrent déux droites fixes en A et B : soit M le milieu de AB ; 
on propose de montrer que, si l’on sait construire géométriquement 
la tangente en un point quelconque de la courbe C, on saura aussi 
construire la tangente en un point quelconque du lieu du point M. 


3. Trouver les foyers de la courbe 


DÉEE VS GUN = 0. 
4. Trouver les foyers de la courbe 


(a+ y} = ax. 


5. Trouver les foyers de la courbe 


LAS AE 


6. L’enveloppe de la courbe suivante, où 0 est variable, 
æ cos”0 + y sin — 7, 


a pour équation 


2 : 


A 4 


de DM =. 
DR y = f. 


7. Trouver l’enveloppe d'une corde de grandeur constante dans 
l’ellipse ou lhyperbole. 


8. Trouver l'enveloppe des cercles coupant deux cercles fixes sous 
des angles égaux. (L’enveloppe se décompose.) 


9. Un angle de grandeur constante pivote autour d’un point d’une 


ellipse, ses côtés rencontrent l’ellipse en À et B; trouver l'enveloppe 
de la droite AB. 
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10. Si par un point O on mène une droite, cette droite rencontrera 
une courbe d’orde m en m points A, As, ..., A»; déterminons sur 
cette droite un point À, tel que | 


om I 1 LE RU 


DANLO4 OA AT 


le lieu du point A, quand on fera tourner la droite autour du point O, 
sera une droite; trouver l'enveloppe de cette droite, quand on fait 
décrire au point O une droite. 


11. Trouver l'enveloppe de la conique suivante, où X, Y, Z sont 
des fonctions linéaires de >, LE 


A2X2— A(X2+ V2 72) + Y2— 6: 


conclure de là l’équation générale des coniques inscrites dans un 
quadrilatère. 


12. Trouver l'équation tangentielle des foyers d’une conique don- 
née, soit par son équation ordinaire, soit par son équation tan- 
gentielle. 


13. Trouver l'enveloppe d’une série de cercles ayant leurs centres 
sur une spirale Jogarithmique (7 — ed) et passant par le point auquel 
la spirale est asymptote. 


14. Trouver l'enveloppe du diamètre d’un cercle qui roule sur une 
droite sans glisser (cycloïde). 


15. Trouver l'enveloppe d’une série de cycloïdes engendrées par 
les points d’un cercle variable, roulant sur une droite fixe; on sup- 
pose que toutes les cycloïdes ont un point de rebroussement commun. 
[La cycloïde a pour équations æ — a(u—sinu), y = a(r1 —cosu), 
u désignant un paramètre variable.] YŸ a-til une enveloppe propre- 
ment dite? 


16. On donne une courbe et un point O : sur chaque rayon vec- 
9 


OM 


teur OM de cette courbe on compte une longueur OM'— , 


& étant un nombre constant: on propose de tracer la tangente au 
lieu des points M’, connaissant la tangente au lieu des points M. 
Prendre pour la courbe donnée une droite, un cercle, etc. 


17. On donne deux courbes; soient M et M’ deux points pris sur 
l’une et l’autre courbe et tels que les tangentes aux courbes en ces 


| 
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points soient parallèles; prouver : 1° que, N étant le milieu de MM, 
le lieu des points N aura pour tangente en N une droite parallèle aux 
tangentes en M et M'aux courbes proposées; 2° que, si par un point 
fixe on mène des droites OP égales et parallèles à MM’, la tangente 
en P au lieu des points P sera parallèle à la tangente en M au lieu des 
points M. 


18. Étant données deux droites concourantes AB et AG et un mo- 
dule Æ, on transforme la droite AB par rayons vecteurs réciproques 
en prenant pour pôles successivement tous les points de AG; on 
obtient ainsi une série de cercles dont on demande l’enveloppe. 


19. On donne deux cercles Get C’ et une courbe A à laquelle on 
sait mener les tangentes, on cherche les polaires d’un point M de la 
courbe A par rapport aux cercles G et C'; soit M'Ile point de concours 


de ces polaires : le lieu du point M’ est une certaine courbe à laquelle 
on demande de construire une tangente en un point donné. 


90. Les côtés d’un angle de grandeur constante touchent sans cesse 
deux courbes fixes ; on propose de construire la tangente au lieu de 
son sommet. 


91. On donne une droite et une courbe fixes, on mène les tangentes 
à la courbe: soit MT l’une d'elles, T désignant le point de rencontre 
de cette tangente avec la droite fixe DT : on mène la bissectrice de 
l'angle DTM; trouver l'enveloppe de cette bissectrice. (Étude du cas 
où la courbe donnée est un cercle.) 


92. Étant donnée une courbe, on lui mène des tangentes, et, par 
les points où ces tangentes rencontrent une droite fixe, on lui mène 
des perpendiculaires, ces perpendiculaires enveloppant une courbe; 
on demande de trouver le point où l’une de ces tangentes touche 
son enveloppe. 


93. Soient p, g, r,... des normales communes à une droite et à 
des courbes fixes P, Q,R, ...; supposons que l’on ait 


F(P» 9:73 -A)= 0; 


la droite en question enveloppe une courbe CG, et le point où la droite 


“te JO 
touche son enveloppe G est le centre de gravité de masses (is qu 
> De UE 
UD placées sur la droite aux points où les droites p,gq, r, ... la 


rencontrent. 
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24. Les distances p, g d’une droite à deux points fixes P, Q sont 
LE 4 . 
liées par l’une des relations 


pq =const., P — const. p?+g?=const., ap +6qg const 
q 


construire le point où la droite touche son enveloppe et trouver la 
nature de l’enveloppe (voir l’exemple précédent). 


25. Trouver la plus courte distance de deux courbes (normale 
commune ). 


26. Trouver le plus court chemin d’un point à un autre passant par 
des courbes données. (L’angle d'incidence est égal à l'angle de 
réflexion.) 


27. Trouver le plus court chemin d’une droite à une autre, en pas- 
sant par une courbe donnée. 


28. Trouver sur une courbe donnée un point tel que la somme des 
carrés de ses distances à des points fixes soit un minimum. ( Ce point 
est le pied de la normale abaissée du centre de gravité des points 
fixes sur la courbe.) | 


"PRE 
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ÉTUDE DES QUESTIONS QUI DÉPENDENT D'INFINIMENT PETITS 
D'ORDRE SUPÉRIEUR AU PREMIER. 


CE 


I. — Longueur d'un arc de courbe. 


On appelle longueur d'un arc de courbe la limite du péri- 
mètre d'un polygone inscrit dans cet arc et dont les côtés 
décroissent indéfiniment pendant que leur nombre croît indé- 
finiment. 

Nous ferons, au sujet de cette définition, plusieurs re- 
marques : 

1° Îl est nécessaire de définirla longueur d’un arcde courbe : 
en effet, l'égalité géométrique reposant sur l’idée de super- 
position (deux figures sont égales quand elles sont superpo- 
sables ou quand elles se composent de parties superposables), 
il ne saurait y avoir d'égalité possible entre une droite et une 
courbe. Une définition seule peut donc nous amener à la 
comparaison d’une droite et d’une courbe et à l'évaluation, 
en unités de longueur, d’un arc de courbe. Quoi qu'il en 
soit, nous avons en nous l’idée vague de la longueur d’un arc 
de courbe; la définition que nous avons donnée ne fait que 
préciser cette idée. 

2° Pour qu’elle soit acceptable, il faut prouver que la lon- 
gueur limite du polygone inscrit existe, et qu'elle ne dépend 
pas de la loi suivant laquelle on fait tendre ses côtés vers 
ZÉTO. 

Rapportons l'arc à deux axes rectangulaires; soient xs, 
Jo et X, Y les coordonnées des extrémités de cet arc de 

L. — Traité d'Analyse, II | 6 
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courbe; prenons entre les extrémités 7—1 points de divi- 
sion, et. soient (æi, Vans (das M2) NC VAN CALS 
coordonnées. En joignant ces points de division, on obtiendra 
un polygone dont un côté aura pour longueur 


Vers — mi (Yi Yi} 
u, pour abréger, 
VAx? + A; 
la longueur totale du périmètre du polygone sera 


i=n—1 


s De VAx? + Ay? 
i= 0 


ou 
AV: 
es A —- . 
(1) _Ss— D 24/1 (2) 
d 0 ! A 
Nous supposerons d’abord “e — y/ croissant de y, à L'S 


Soit f (x) l’ordonnée du point correspondant à l’abscisse +; 


on aura. en appelant 8 un nombre compris entre o et 1 
, PP Ï ? 


AY 
Ag; ip SE Es DA), 
et par suite 
(22) S = D A: Vi + Lf'(æ: + 0 Ax;)l: 


Or, si, sur l’ordonnée correspondant à l’abscisse ;, on 


prend une longueur égale à 1 +[/f(x;)|?, le lieu des extré- 
mités des droites ainsi obtenues sera une certaine courbe 
ayant pour équation 


(3) = Vire LS 


et l'expression (2) de s sera l’expression d’une certaine aire, 
comprise entre la somme des aires des rectangles de base Ax 
inscrits et circonscrits à la courbe (3); or les sommes des rec- 
tangles inscrits et circonscrits ont même limite : l’aire com- 
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prise entre l'axe des +, les ordonnées Jo; Ÿ et la courbe (3). 
En effet, la différence de ces deux sommes est égale à S Ar Ay, 
c'est-à-dire moindre que ÿ M Az, M désignant le maximum 


de Ay qui tend vers zéro, ou que M(X — x) qui tend aussi 
vers zéro; l’expression (2) de s a donc une limite finie aussi. 

Le raisonnement que nous venons de faire convient encore 
au Cas où y’ serait décroissant, ou même alternativement 
croissant et décroissant, pourvu que ces alternatives de crois- 
sance et de décroissance ne soient pas en nombre infini. 

Cherchons maintenant l'expression de la différentielle de 
la longueur de l’arc de courbe. 

Soit s la longueur d’un arc compté à partir d’une origine 
fixe O prise sur la courbe; cette longueur, d’après ce que nous 
venons de voir, est représentée par l'aire de la courbe dont 


l’équation est 
HE ee PA CRIE 


Or, si l’on donne à l’abscisse x l'accroissement dx, l'aire de la 
courbe en question prend un accroissement compris entre 
deux rectangles ayant pour base dx et pour hauteur n el 
ñ + An; on peut donc prendre pour accroissement de l’aire 
en question n dx, qui sera aussi sa différentielle; mais cette 
expression est aussi celle de la différentielle de l’arc s;on a 
donc 


dS=ndr 
ou bien, en remplaçant n par sa valeur, 
ds Vi+[f{(æ)P dx 
ou, ce qui revient au même, 
ds = yÿi+y?dx 


ou bien encore 
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Donc : 


Tuéorkmr. — La différentielle ds de la longueur de 
l'arc d’une courbe dont l’ordonnée est y et l’abscisse x 
est donnée par la formule 


ds=yi+y?dx; 
sé l’on fait passer dx sous le radical en observant que 
y.dx = dy, on 4 
ds = Vdx? + dy? ou ds? — dx?+ dy?, 
formules importantes (où les coordonnées sont censées rec- 


tangulaires )« 


ConorLarme. — On a vu que dx et dy étaient proportion- 
nels aux cosinus des angles que la tangente à la courbe fait 


r Ji à d 
avec les axes; cela résulte d’ailleurs de ce que Se est la tan- 


gente de l’angle à que cette droite fait avec l’axe des x; on 


a alors 
dx ; dy 
COL = ——————— ) SNA = —"—— , 
v dx? dy? V dx? + dy? 
ou bien 
z dx | dy 
COSA = —— Sin = ° 
1 ds 


II. — Différentielle de l’arc dans divers systèmes de coordonnées. 


1° En coordonnées rectilignes obliques. — Soith l'angle 
des axes : nous avons trouvé en coordonnées rectangulaires 


ds? — dx? + dy?; 


donc ds est l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont dx et 
dy sont les côtés; ds est donc rigoureusement égal, dans ce 
système de coordonnées, à la portion de tangente allant du 
point de contact à l’ordonnée voisine de ce point. Mais, dy dif- 
férant de Ay d’une quantité du second ordre, on peut poser, 
aux termes du second ordre près, 


ds? — dx?+ Ay?, 
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et dire, à cet ordre d’approximation près, que la différentielle 
de l’are, ou même que l’accroissement As de cet arc, est 
l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont Ax et Ay seraient 
les côtés; cette hypoténuse est précisément la corde de l'arc As: 
ainsi l'arc As et sa corde ne diffèrent que par des termes du 
second ordre au moins (nous verrons plus loin que la diffé- 
rence est du troisième ordre); on peut donc, dans le calcul 
de la différentielle de l’arc, remplacer l'arc infiniment petit 
par sa corde. 

I résulte de là que, en coordonnées obliques, la différen- 
uelle d’un arc pouvant être remplacée par la corde correspon- 


dante et Ay par dy, on a 
ds? = dx? + dy? + 2 dx dy cos. 


2° En coordonnées polaires. — Si l’on appelle (/g. 20 

, 0 les coordonnées d'un point quelconque M de la courbe, 
Ru. 6 + dû les coordonnées d’un point voisin M'; la 
corde MM joignant ces points, que nous pouvons appeler ds, 
sera l’hypoténuse d’un triangle rectangle mixtiligne dont l’un 
des côtés M'P sera Ar ou dr, et dont l’autre côté sera l’arc 


de cercle MP — 7 dô décrit de l’origine O comme centre avec 7: 
pour rayon; cet arc peut remplacer le côté rectiligne MQ qui 
est son sinus. Quant à PQ égal à 


192 
r(1— cos d) = r . 


il peut être négligé comme étant du second ordre; or on a 


dans le triangle MM'Q 


MM’ = MQ + QM 
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ou, aux termes d'ordre supérieur près, 


2 


ds? = PM PM 
ou 


ds? — dr? r?d0?. 
3° Coordonnées bipolaires. — En appelant r, r les rayons 
vecteurs et c la distance des pôles fixes ou foyers, on a 


arr'{rr'(dr?+ dr?)—(r?+r?2-— c)drdr'] 
; q ÿ 0 is 7 
P(P — €)(P ST) PEN 


ds? — 


formule où l’on a posé 2p — c + r + r. Il paraît difficile de 
généraliser cette formule. 


III. — Des divers ordres du contact des courbes planes. 


Si l’on considère (fig. 21) deux courbes ayant un point 
commun M et une sécante commune NN’ rencontrant les 
courbes en des points N, N', voisins du point de contact, 


Fig. 21. 
N 
| AN ME 
LE; 
N | 
è \ 


mais faisant avec les tangentes en M des angles finis, les dis- 
tances MN, MN et NN’ seront en général de même ordre; 
car les angles du triangle MNN' seront finis, leurs sinus aussi, 
et par conséquent les rapports MN : MN’: NN/ aussi. 

Mais, si l'angle NMN' est infiniment petit ou, ce qui re- 
vient au même, si les courbes sont tangentes en M, les angles 
N et N' restent encore finis, MN et MN’ sont de même ordre. 
Quant à NN’, il est d’un ordre supérieur; en effet, on a 


MN MN’ NN 


8 PR UT en DU . 2 
sinN’ sinN  sinM 
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et, N, N’ étant finis et M infiniment petit, il faut que NN’ soit 
d’ordre supérieur. 

L'ordre de NN’ est indépendant de l’orientation de la sé- 
cante NN’: en effet, en considérant une autre sécante, telle 
que NN’, dans le triangle N N'N’, le rapport de NN’ à NN°est 
celui des sinus des angles opposés qui, par hypothèse, restent 
finis. 

Cela posé, nous dirons (et nous serons en droit de dire) 
que deux courbes, ayant un point commun M, ont en ce 
point un contact d’ordre n, quand la portion de sécante 
menée dans le voisinage de M interceptée entre les deux 
courbes sera d'ordre n— 1. Par rapport aux distances 
des points d’intersection au point M, on suppose d’ail- 
leurs que la position limite de la sécante n’est pas celle 
d’une tangente en M à l’une des deux courbes. 

Cherchons maintenant les conditions du contact d’ordre n 
de deux courbes passant en M; soient y et y, les ordonnées 
des deux courbes correspondant à une même abscisse x; au 


point M on a y — y. Si l'axe des y (ce que nous suppose- 
rons) n’est pas parallèle à la tangente en M, nous pourrons 
considérer uné sécante parallèle à l’axe des y, menée dans le 
voisinage de M; elle coupera les courbes en des points ayant 
pour coordonnées (x -+-Ax, y +Ay)et(x ne Ag, y1 + Aya). 
La grandeur de cette sécante sera Ay — Ay,;, et, pour qu'il ÿ 
ait contact d'ordre n, il faudra que Ay — Ay, soit d'ordre 
D nl, p. 120) 


I 
AY dy SE FES dy re soi Es En RARE 


| I 
Nis=idyi ua dy DORE 
donc 
I 
Ay — Ay1 = dy — ie pnpe (dy — dy) +... 


I 
+ ——— (dry 24 dy) Ses 


1.2: ..70 
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et, pour que Ay — Ay, soit d'ordre n +1, il faut que l’on ait 
dy = dy:, dy = dy, 7 dry = dry 


d’où l’on conclut le théorème suivant : 


Taéorème 1. — Pour que deux courbes aient en un 
point M un contact d’ordre n, il faut et il suffit qu’en un 
point les différentielles ou les dérivées de leurs ordonnées 
sotent égales jusqu’à l’ordre n inclusivement. 


S1 l’on prenait pour variable indépendante, non plus x, 
mais une autre variable 4 quelconque, les conditions de con- 
tact d'ordre n seraient, en appelant x et y, x, et y, les coor- 
données de deux points correspondant à une même valeur 
de # pour laquelle il y a contact, 


d d 
B= Ti) Yet _ . D 
l'y dx — dx dy _ &y1 dr — d’>; dy 
TL TOUTES RE NT qe ‘41 
auxquelles on satisferait en posant 
dr dr, dr= dx, se dix = dix, 
dy = dyi, Dry: NL dy = d'y; 


ces dernières conditions sont évidemment suffisantes, mais 
elles ne sont pas nécessaires. Elles expriment que les pro- 
jections Ax — Ax,, et Ay — Ay, d'une certaine corde com- 
mune sont d'ordre n + 1. 


Ceci d’ailleurs se voit aisément sur un exemple particulier : 


AE ) d d 
ainsi l’on peut avoir dr — 5 dr, et 2 4 NES AE 
dx dT; | 


auront cependant un contact du premier ordre au moins; 
mais, si l’on a dx — 24dx,, il est bon d’observer que MN et 
MN”, qui sont sensiblement parallèles, sont aussi à peu près 


! 


NN . NN', ke 
dans le rapport de 1 à 2: qu St alors fini, in tent fini; 


l’angle N est de même ordre que Met NN’ est à la limite 
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parallèle à la tangente en M. Ainsi, pour exprimer que deux 
courbes ont un contact d'ordre n, il suffira d'écrire que 
les dérivées ou les différentielles de leurs ordonnées prises 
par rapport à leurs abscisses sont les mêmes jusqu à l’ordre 7 
inclusivement. 

On pourra aussi écrire, en prenant une variable indépen- 
dante quelconque, que les différentielles des deux coor- 
données sont égales dans les deux courbes jusqu’à l’ordre 7 
inclusivement; z des 2 x équations ainsi écrites établiront un 
certain mode de dépendance des variables x et x,, et les 7 
autres équations seront celles du contact. 

 Pratiquement, pour écrire que deux courbes ont un contact 
d'ordre n, on différentiera l’équation de l’une de ces courbes 
et l’on supposera que les différentielles qui figurent dans le 
résultat soient tirées de l'équation de l’autre courbe. 

Si l’on veut, par exemple, exprimer que l’ellipse 


DEACOSL; M 0 sSTnT 
a un contact du premier ordre avec la droite 
Y=M£a tn, 
on écrira d’abord 
bsint = macost+n, 
ce qui exprime que les deux lignes se rencontrent; ensuite 
on différentiera et l’on aura 


bcost — — masint. 


Les deux lignes auront alors même dx et même dy, el 
par suite elles seront tangentes : cela revient à différenuer 
y = max + n, après avoir remplacé x et y par leurs valeurs 
tirées des équations de l’ellipse. 

Pour exprimer que deux courbes représentées par les 
équations 


(A) f(æ,7)=0;, F(z, 7) 0 


ont un contact d'ordre », il suffira d'écrire que les valeurs 
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de y, y’, Y';..., y", ürées des équations (A) -et*deleurs 
dérivées 


0 0) 

re 

OR OR 

EU TS ru 

2 0? , 9 ,9 

= ae er NEURE DA # 
2p A 

our 0x 0y is dy? : 2 à 


sont égales, ce qui revient à écrire que l’on a 


9f.0F df .0F of. dF 
(ee 02 de or 0 CE 
+ QU 07 CHOYAENCTAONEES 


a terelst 


en d’autres termes, pour que les courbes ( A) aient un contact 
d'ordre » en x. y, 1l faut qu'en ce point les dérivées de f 
et F soient proportionnelles jusqu’à l’ordre x inelusivement. 

S1 l’on rend les équations (A) homogènes par l’introduc- 
tion de la variable 3 et si l’on fait usage du théorème des 
fonctions homogènes, on voit que l’on pourra écrire, à la 
suite des rapports (B), les suivantes 


of... dE of. EF d2f : @F 


03° 03 02°‘ 032 à Oxdz drdate 


et les éq uations (B) pourront être remplacées par les suivantes 


on f l or KF on f 3 PLAN «. 


ox! & ox? QE TTL OP F: Em) à 4: 


.…. 


qui expriment que les dérivées d'ordre n des fonctions et F 
par rapport aux variables x, y, : sont proportionnelles. 


Taéorème. — Lorsque deux courbes variables 


J=g(x), y =Y(x) 


se coupent en n +1 points qui viennent se confondre en 
un seul M, elles ont alors en ce point un contact d'ordre n. 
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En appelant x, y les coordonnées de M, les points d'inter- 
section qui se confondent en M à la limite ont des abscisses 
que l’on peut représenter par x + ORNE PORC ee il TER E 
etalorso(x+h)—d(x+h), différence des deux ordonnées 
des deux courbes correspondant à l’abscisse x + h, s’annule 
pour À—/h1;h2,..., hn41 ; on peut donc écrire (t. [°', p.79) 


p(z+hk)—4(x—+h) 


n+1 Me MANS NES Es 
NT A a 2 En H) 


RM SU) à 


H désignant une moyenne entre À, h,,..., Ras. Si l’on fait 
tendre A, ho,..., hns1 Vers zéro, cette formule devient 


| SU érite LH) 
Me VA E" ==.) p/0 Reel SET , 
p(r+h)—4(a+h)= À 1.2.3...(n +1) | 


cette quantité est évidemment d'ordre 7 + 1, quand on sup- 
pose À infiniment petit. Les courbes considérées ont done, 
au moment où les points considérés se trouvent réunis en M, 
un contact d'ordre 7 en ce point. CHU Tan: 

Les considérations précédentes supposent, bien entendu, 
que la formule de Taylor est applicable aux coordonnées des 
courbes considérées ; elles tomberont donc en défaut en cer- 
tains points que l’on doit considérer comme singuliers, bien 
qu'ils puissent ne rentrer dans aucun des types signalés page 5, 
et que la singularité ne soit pas apparente à l'œil. 

Lorsque, .eu-égard au nombre des paramètres variables 
qu’elles contiennent, deux courbes ont en un point quel- 
conque un contact de l’ordre le plus élevé possible, on dit 
qu’elles sont osculatrices. 

Par exemple, un cercle pouvant passer par trois points 
donnés, on pourra l’assujettir à passer par trois points d’une 
courbe fixe infiniment voisins; il acquerra alors avec celle 
courbe un contact du second ordre et sera osculateur. 

Parfois, pour des points convenablement choisis d’une 
courbe fixe,. une courbe osculatrice de cette courbe fixe 
acquiert un contact d’un ordre plus élevé qu'aux autres 
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points; dans ce cas, on dit qu'il y-a surosculation. Ainsi, 
par exemple, le cercle osculateur d’une courbe qui passe 
ordinairement par trois points de cette courbe, confondus en 
un seul, peut accidentellement contenir un quatrième point 
et devenir surosculateur; c’est ce qui arrive aux sommets 
d’une ellipse. 


IV. — Droite osculatrice. 


Proposons-nous, par exemple, de déterminer les coefficients 
de l’équation de la droite 


(1) J = ax + b, 


de telle sorte qu'elle soit osculatrice d’une courbe donnée. 
L’y de la droite et celui de la courbe devront être les mêmes 
pour une même valeur de x, ainsi que leurs dérivées; or, en 
différentiant (1), on a 


\ 


(2) AVS AT, 


les équations (1) et (2) devront avoir lieu quand à l'y de la 
droite on aura substitué celui de la courbe. Cette substitution 
étant supposée faite, on a 


.X et Y désignant alors les coordonnées courantes: c’est 
l'équation de la tangente, on devait s y attendre. 

Cherchons les points pour lesquels il y a surosculation : 
pour cela, différentions encore (2), en substituant à l'y de la 
droite celui de la courbe: on aura 


(3) MERS 


L'élimination de &, b entre (1), (2) et (3) fera connaître la 
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relation qui doit exister (indépendamment de l’équation de 
la courbe) entre æ et y pour qu'il y ait surosculation; le 
résultat de l'élimination est l'équation (3) elle-même. 

_ Ainsi, aux points où la tangente devient surosculatrice, 


on a d’y —0o;: ces points portent le nom de points d’in- 
, pl 


flexion. 

En un point d’inflexion, la tangente coupe la courbe; ce 
fait devient évident, si l'on remarque que la courbe coupant 
trois fois sa tangente doit être mi-partie d’un côté de sa tan- 
gente, mi-partie de l’autre côté. Autrement, prenons la tan- 
gente au point d’inflexion pour axe des æ et la normale pour 
axe des y; l'équation de la courbe sera de la forme 


Le Pia) 
ou, par la formule de Maclaurin, 


y=a+bx+cr+ dat... 


. * 
Mais, pour æ —0,onay—0: On 4 #06 pour A0; _ 
est nul aussi : donc b — 0; de plus, la distance y d’un point 
de la courbe à la tangente doit être du troisième ordre pour 
8 
qu'il y ait contact du second ordre; donc le terme en æ? doit 


disparaitre aussi, et l’on a 
Med remis 


y change de signe avec x pour de très petites valeurs de x : 
donc l’axe des x coupe et touche à la fois la courbe au point 
d’inflexion. 

Dans certaines courbes il existe des points où la tangente 
a un contact du troisième, du quatrième, du cinquième, etc. 
ordre ; s’il y a contact du troisième ordre, la tangente ne coupe 
plus la courbe, le point d'inflexion est réel, mais il n’est 
plus apparent; l'équation de la courbe est alors de la forme 


AN ul ani 


Lorsque l'équation d’une courbe se présente sous la forme 
f(æ,y)= 0, ou sous la forme homogène 


(1) J(æ&, Y:3)=0, 
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il existe une méthode élégante pour déterminer ses points 


 d'inflexion. 
/ A 
Soient, pour abréger, fi, f, fs les dérivées Re 2: 
Pf 


Soient, élnemea JS de 2, /23: [as les dérivées rt. 


CT ML RS ER ARE NME 
0x 0y” 0æ0z 0y?° dy 03 02? 
dront en écrivant que dy —o; on peut alors différentier 
l'équation (1) deux fois, en n’écrivant pas le terme en dy 


qui est nul; on a ainsi 
f1dæ + f2 dY = 0, 


Ji da? + 2 fis dx dy + fr2 dy? = 0, 


. Les points d’inflexion s’obtien- 


ce qui donne, en éliminant dx et dy, 


(2) fufirafefi ft fafi= 0. 


Cette formule jointe à (1) déterminera les points d’inflexion. 
Toutefois 1l faut observer que la formule (2) peut avoir lieu 
sans que la courbe possède pour cela un point d’inflexion en 
(æ, y); c'est ce qui arriverait si l’on avait, par exemple, 
f1= 0, f2—= 0, ce qui exige que.le rapport . soit indéter- 
miné. Ainsi l’équétion (2), outre les points d’inflexion, 
détermine encore certains points singuliers. 
L’équation (2) peut encore s’écrire, comme il est facile de 
le constater, | 
Jui Je Ji | 
(39 Jai Jea fa N=0, 
Ji fa 0 


et, si l’on observe, en appelant m le degré de f, qu'on à 


m—1) fi = fr + fi27 + fi33, 
(m— 1) f2= fut + froy + f232, 
OT EN] LE JR + f32, 
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la formule précédente deviendra, en combinant convenable- 
ment ses lignes et ses colonnes, 


Ju Ja Ja | 
(4) fai Je Jos 
fai fs J33 


Telle est l'équation qui, jointe à (1), fera connaître les 


— O. 


points d’inflexion. Seulement 1l faut observer que l’on a sup- 
posé que /, et f» n'étaient pas nuls à la fois, en sorte que (4) 
a lieu pour les points qui satisferaient aux équations 


Hu 0, foto, Je=n0 ou 1310; 


c’est-à-dire pour les points singuliers où Z se présente sous 
e) dx 


O 
la forme ae 


Si f est algébrique de degré m, l'équation (4) représentera 
une courbe dite hessienne de f == o, et de degré 3 (m — 2), 
en sorte que le nombre # des points d’inflexion d’une courbe 
de degré m est donné par la formule 


rm A2), 


qui pourra parfois, comme on le verra, se trouver en défaut. 


RemarouEe I. — Ilest bon d'observer que, pour établir la 
Q AUGNIE 
formule (4), il a fallu supposer que frs [23 fa n'étaient pas 
de degré o; en effet, en remplaçant æ fi y fi + sfis par 
(m—i1)f1, -.., puis en divisant par » —1 pour introduire 
le terme /,;, on suppose »m —1 So. Ainsi, en écrivant l’équa- 

: 2 À 
tion de la parabole sous la forme x — 7_ — 0, on pourrait 

pa 
lui trouver une infinité de points d’inflexion, l’équation 
LAN | 


Lys 4 " 4 S 1 
a: En réalité, il n’y a pas 


devenant identique pour DE 


de point d’inflexion dans cette parabole, ce dont on s’assure 
en mettant son équation sous la forme x3 — y? — 0; la for- 
mule (4) devient alors absurde. 
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Remarque IT. — Si f est homogène entier et du second 
degré, le hessien est égal au discriminant, et il ne peut y 
avoir de point d’inflexion que si ce discriminant est nul, 
c'est-à-dire sila courbe f — o se réduit à un système de deux 
droites. 


Remarque IT. — Lorsque tous les points d’une courbe 
sont des points d’inflexion, cette courbe se réduit à une droite, 


: : Es d2 
ou à un système de droites. Et, en effet, si l’on suppose _— 
dy 


nul, quel que soit x, 7 reste constant et y est de la 


forme cx + cl, cet c! désignant deux constantes. 


V. — Du cercle osculateur. 


Le cercle pouvant être assujetti à passer par trois points, 
le cercle osculateur d’une courbe aura en général un contact 
du second ordre avec cette courbe: nous allons chercher à en 
déterminer les éléments. 

Soit 


(1) (æ— x} +(y—8}= R2 


l'équation du cercle cherché, que nous supposons osculateur 
en #, y ;s1 l’on différentie cette équation en supposant dy, d?y 
remplacés par le dy et le 4?y de la courbe, on aura exprimé 
qu'il y a contact du second ordre, et il viendra 
(x —2)dx +(y —B)dy= 0, 
de? + dy? +(y —8B)dy = 0; 
d’où l’on tire 

dx? + dy? 


AA dy 


PAU AR dy dx? + dy?. 
dx d'y 


et l'équation (00 donnera 


2 721 2 «pm: 
Re ( ED) der a 
dy dx? + cer 
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ou 
F: 
(dx? + dt} (1 y 
Fi, SE Een 
d? y dx y! 
d 

en posant + M: 

En des points particuliers le cercle osculateur pourra pos- 
séder avec la courbe un contact du troisième ordre: en ces 


points appelés sommets, on a, outre les équations SCENE 
3 dy y + (y —B) y = 0. 
L'élimination de y — $ entre cette formule et la dernière 
équation (2) donne 


dx?+ dy? _.3dy d'y 
2 CONNIMIP TE 


2? 


ou 

(1 + V2) y" — 37'7"? = O, 
en posant ! 
nn dy UT 
dx’ ÉvaEr 4 oder) 


Nous allons maintenant étudier diverses propriétés du 
cercle osculateur. Un cercle est d’autant plus courbé que 
son rayon est plus petit, et1l est naturel de dire que la cour- 


,’ Q I 
bure d’un cercle est mesurée par l'inverse Kg de son rayon. De 


tous les cercles, celui qui se rapproche le plus d’une courbe 
est son cercle osculateur, et la courbure de la courbe sera 
naturellement mesurée par l'inverse du rayon du cercle oscu- 
lateur. 

On peut justifier d’une autre manière cette façon de mesurer 
la courbure : soit (fig. 22) AB un arc de cercle; menons les 
rayons OA, OB et les tangentes AC, BC; l'angle O ou son 
égal BCD est ce que nous appellerons l’angle de contingence ; 
le rapport de cet angle à Pare AB est l'inverse du rayon ou la 
courbure de AB. 

S1 l’on appelle e l’angle de contingence d’ une courbe quel- 

L. — Traité d'Analyse, IT. 7 
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conque, c’est-à-dire l'angle de deux tangentes ou de deux 
normales infiniment voisines menées par les points M et M 


a : ; ; € 
dont le premier soit fixe, et ds l'arc MM, le rapport + pourra 


s'appeler par analogie la courbure de la courbe en M. Nous 


Figa2. 


allons voir qu’elle est égale à l'inverse du rayon du cercle 
osculateur. 

Nous observerons à cet effet que l'angle de contingence 
est la différence des angles que la tangente en x, y et au 
point voisin æ + dx, y + dy fait avec un axe fixe, l’axe des x 
par exemple ; en appelant ® l'angle que la tangente en #, y fait 
avec l’axe des x, on a 


ce dy, tangy = y'= +: 


On a donc 


EUR PETER dy dx 
e — darc tang 7 — da+ dpi 


et, par suite, 


€ d'y dx y” 


ds 


3 3? 
(dx? + dy?})? (x + 72)? 
ds 
cercle osculateur, que l’on appelle pour cette raison cercle de 


la valeur de est donc bien égale à l'inverse du rayon du 


courbure, et son rayon, rayon de courbure. 
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VI. — Application à quelques exemples. 


Lorsque l’on veut calculer le rayon de courbure d’une 
courbe, on peut faire usage de la formule 


(n) DR Ur 


mais 1l vaut mieux, quand y n’est pas exprimé en fonction de 
æ, faire usage de la formule suivante, que l’on obtient en 
transformant la précédente de telle sorte que la variable indé- 
pendante, au lieu d’être æ, soit tout à fait quelconque; on a 
alors, en observant que 


je 2Edy r _ y dr — dr dy 
LE re Ci D dx 


2 


l'expression suivante de R : 


3 
__  (dx+ dy?Y 
D Le dy dx — dx dy 


On devra prendre le second membre qui contient un ra- 
dical, avec un signe tel que R soit positif. Toutefois on peut 
donner un signe à R, celui de y” ou de y dx — dx dy, 
suivant que l’on fera usage de la formule (1) ou (2). Alors on 
pourra dire que le rayon de courbure ou la courbure est 
posiuf ou négatif en un point, suivant que l’arc de courbe 
en ce point tournera ou ne tournera pas Son centre de cour- 
bure vers les y positifs. Il y a évidemment là une convention 
arbitraire, mais qui pourra avoir son utilité dans certains 
cas. Nous allons maintenant appliquer les formules (RRCava 
quelques exemples. 


Pérabole, — L’équation de la parabole est 


(a) | =; 
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on a alors 
ANA PL AMCLE 
"4 pe x TT p! 
par suite, l'équation (1) donne 
3 
aus (pat)? 


co 


La normale à la même courbe est donnée par la formule 
LE 28 PRES: a? 
N — yVi+y?= np ii æ2. 


Si l’on changeait y en y + F, l'équation (x) deviendrait 


TH p?, 
SD 


l'expression de R ne changerait pas, mais celle de N devien 
: 
ù X? + p? 2 : 
drait ER , et l’on aurait 


R=2N. 


Ainsi, dans la parabole, le rayon de courbure est double de 
la normale comptée du point de contact jusqu’à la directrice. 


Ellipse et hyperbole. — Les équations 
D,==' 4 COS GORGES 
représentent une ellipse, et les équations 


over? EP 6 
LT = A —2—— 1, Y = D ————— 
2 2 
une hyperbole. Si, en prenant + pour variable indépendante, 


on applique la formule (2), on trouve pour l’ellipse 


à 3 
Re (a? sin? + b?cos?v )? pa (a? sin?g + b?cos?y)? 
ab (sin?e + cos?®) ab É 
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et, en appelant N la normale, 


A Nr y Vdz? + dy? 
D nr 


w|— 


b : 
= — (a?sin?o + b2cos?o)?; 
[#2 d 


on en conclut, par l'élimination de », 


N3 a? 


EAars 


ou, en appelant p le demi-paramètre, 
BE P p 
MES 
P° 


On a une formule analogue pour l’'hyperbole. 


Cycloide. — Considérons encore la cycloïde donnée par 
les équations suivantes, où £ désigne un paramètre variable 


et a une constante, 
æ—a(t—sint), 


y = a(i—cost). 


S1 on lui applique la formule (2), on a 


3 
2—92cost}? CM Fe Lies 
= set a—=2?ayi—cost. 


La normale à la cycloïde est donnée par la formule 


1 
2 


N=ay2—2cost—) ai cost; 


d’où l’on conclut 
R=N: 


Ainsi, dans la cycloïde, le rayon de courbure est double de la 
normale. 


VII. — Propriétés générales concernant la courbure. 


Il est souvent commode de prendre l'arc pour variable 
indépendante, quand on étudie les propriétés d’une courbe; 
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dans ce cas, l'expression de la courbure prend une forme élé- 
gante. Reprenons la formule (2) du paragraphe précédent 


8 
(dx? + dy’)? 


LUE dy dx — dx dy’ 


et écrivons-la ainsi 


1. (dy dr —dxdy}. 
RE (dx? + dy?} K 


si l’on appelle s l’arc de courbe, on a 


(1) dx? + dy? = ds?; 

donc 

(2) 1 _(dydx—dx dy} 
R* dsè ; 


Orona identiquement 
(dy dx — dx dy} =(d?x?+ d?y?)(dx? + dy?) — (dx dx + dy dy}; 
si l’on différentie la formule (1) par rapport à s, il vient 
dx dx + dy d'y = 0. 
La formule précédente devient alors, en ayant égard à (1), 
(dy dx — dx dyÿ = (d?x? + d?y?)ds?, 


et (2) devient 
I … dx 2 dy EU 
G) R2 | a ) Fi (2) : 


les coordonnées «, $ du centre de courbure peuvent se mettre 
sous la forme 


(4) 2=æ—RT, B = "AIRES 


Il est souvent avantageux de faire entrer dans l’étude des 
dx dy 


courbes le rayon de courbure et l'arc; les dérivées > 
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peuvent s'exprimer au moyen de R : il suffit pour cela de 


combiner l'équation (3) avec 


DOUÉ Tri Ar 
(5) PRO A dit Las: 


obtenue en différentiant 


On trouve alors 


dx __1 dy dVEN 1 dx 


ne AURA D di Rd 
ou, en appelant + l’angle que la tangente fait avec l’axe des +, 


GRR TEA del 1 OU I 
Tr = RM — = — — COSY. 
Nous allons utiliser ces formules pour établir deux théo- 
rèmes importants : 


Tuéorème 1. — La distance d’un point d’une courbe à la 
tangente au point infiniment voisin est égale, aux termes 
du troisième ordre près, au carré de l’arc divisé par le 
double du rayon de courbure. 


En effet, la tangente en (x, y) a pour équation 
RAR à 
Nr 5 dx (X — x), 


la distance p du point x + Ax, y + Ay à cette tangente est 
donnée par la formule 


Ne day — dy Ar ae dx Ay — Ax dy. 
Vaz? + dy? ds : 
or 
Ay = dy + $ dy +{diy +..., 


Ag = dx +{idrz+idx+..., 
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etil vient, en négligeant les termes du troisième ordre, 


L(dx dy — dydx) Bydz—drdy je 


= 


ds ds3 
ou enfin 
as? C. 02 RD 
P —= 2 R . . . . 
. Taéorëme Il. — La différence entre un arc infiniment 
petit et sa corde est du troisième ordre ; elle a pour expres- 
: Se 
sion 
24 R?2 


En effet, soient x, y les coordonnées d’une extrémité d’un 
arc infiniment petit ds; les coordonnées de son autre extré- 
mité seront æ + A, y + Ay ou, en prenant l’arc pour variable 
indépendante, 


z+dz+idr+idr+... et y+dy+idy+Edy +. 
la corde c du petit arc ds sera alors donnée par la formule 
C2? — A2 +. Ay2, 
ou 
= (dx +5dx+idx} + (dy + idy+!tdy}, 


en négligeant les termes du quatrième ordre. 
En effectuant les calculs indiqués, il vient 


(6) = da?+ dy?+(dx dx + dy d'y) 
+i(@at+ y) + (de Ba + dy dy); 


or on a 
dx? + dy? — ds? 


et, en différentiant, l’arc étant variable indépendante, 
52) dx dx + dy dy —0; 
en différentiant encore, on a 


Bart + dy? + dx dx + dy d'y —=0 
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ou, en vertu de (3), 
(8) — (dx dx + dy By)=dr+ dy= —: 


L’équation (6) donne, en vertu de (7) et (8), 


ou 


Si l’on développe le radical par la formule du binôme, on à 


Et ods?\ 
eds Tr): 


en négligeant les termes du quatrième ordre, on en conclut 


1 ds 


ASC — —) 
24 R? 


formule que nous voulions établir. 


VIII. — Développées des courbes planes. 


Reprenons les équations qui ont servi à déterminer le centre 
de courbure d’une courbe 


(1) (æ—a}+(y—$}= R?, 
(2) (æ— x) de + (y —P)dy = 0, 
63) dx? + dy?+ (y —$)dy = 0, 


et qui s’obtiennent en différentiant deux fois la formule (1). 
Interprétons successivement chacune de ces équations. 

1° L’équation (1); abstraction faite de son origine, exprime 
que R est la distance du point (x, 8) au point (x, y) variable de 
la courbe; l'équation (2), obtenue en différentiant (1), 
exprime que le point (x, y) est choisi de telle sorte que dR 
soit nul, c’est-à-dire de telle sorte que R soit minimum ou 
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maximum; mais l'équation (3) exprime que d?R = o, c’est- 
à-dire que le point (x, 8) est dans une situation telle qu'il 
n'y a ni maximum ni minimum. 

Or (2) est l'équation de la normale en x, y quand on con- 
sidère « et $ comme coordonnées courantes; ainsi la plus 
courte ou la plus grande distance rectiligne d’un point à une 
courbe se compte, en général, sur la normale passant par ce 
point, excepté quand le point donné est le centre de courbure. 

2° L’équation (2) représente, comme nous l’avons dit, la 
normale à la courbe en x, y. Désignons, pour abréger, par 
N == o cette équation; l'équation de la normale voisine sera 
N + AN — o, et le point de rencontre des deux normales 
infiniment voisines sera donné par les équations simultanées 


Niro N+daN=—o ou N°10; aN = 0. 


Or (3) est précisément AN — o; les équations (2) et (3) font 
donc connaître le point (x, 8) d’intersection de deux normales 
infiniment voisines. Ce point est précisément le centré de 
courbure. 

Ainsi deux normales infiniment voisines se coupent au 
centre de courbure. 

3° Le lieu des intersections successives de deux normales 
voisines est l’enveloppe de ces normales; donc l’enveloppe 
des normales d’une courbe est le lieu des centres de cour- 
bure de cette courbe; on lui a donné le nom de développée 
de la courbe. Si la courbe A est la développée de la courbe B, 
on dit que B est la développante de A. 

4° Différentions les formules (1), (2), en observant que 
4, 5, R sont fonctions de +; nous aurons | 


(x — a)(dx — da) (y —B)(dy — d&)= RAR, 
(dx — di)dx + (dy — dB)dy + (y —8)d?y = 0. 


En vertu de (2) et (3) ces formules se simplifient et donnent 
(4) (x— a)da+ (y —$)df = RAR, 
60) di dx + d$ dy = 0; 
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la seconde de ces équations montre que la direction da, dÊ 
de la tangente à la développée est perpendiculaire à la direc- 
tion dx, dy de la tangente à la courbe proposée; donc la nor- 
male à la courbe proposée touche la développée, ce que l’on 
savait déjà. 


Or (2) donne 


Eau es y — 8 
et RE dx ? 
et (5) donne | 
d d$ 
 l — 
donc 
D C0 pa /Ee DSP 
da 7. da? + df? cé da? + df? 


c’est-à-dire, en vertu de (r)et (4), si l’on désigne par ds l'arc 
de développée, 
R&GR R 
ion == 7 ou ah ds. 


On déduit de là 

R — Ro = 6 — 60; 
R, désignant la valeur de R pour 5 — 5,. Cette formule montre 
que la portion d'arc de développées — 56, comprise entre 
les deux rayons de courbure R et R,, est égale à leur 
différence. | 

C'est cette propriété qui a fait donner à la courbe que nous 
étudions Le nom de développée. Supposons que l'on attache un 
fil en un point de la développée et que ce fil soit d’abord en- 
roulé sur un arc de cette développée; si l’on déroule le fil, 
il restera tangent à la développée, et son extrémité libre décrira 
la développante. 

Nous allons maintenant faire des applications des théories 
précédentes à la recherche de quelques développées. Deux 
moyens, qui rentrent au fond l’un dans l'autre, vont s'offrir 
à nous : 

1° En considérant la développée comme l'enveloppe des 
normales, on écrira l'équation de la normale à la courbe pro- 
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posée en fonction d’un seul paramètre, si faire se peut, et 
l’on en cherchera l'enveloppe par le procédé connu. 
2° On fera usage des formules 


(6) (æ— 2)dx + (y —8)dy — 0, 
dx? dy?+ (y — 3)dy = 0, 

qui lient les coordonnées d’un point (x, y) de ia courbe à un 

point (x, $) de la développe; on éliminera ensuite TZ, Y, dx, dy 

y entre ces équations et celles de la courbe différentiée deux 


fois : la résultante en à, 5 sera l'équation de la développée. 


Remarque. — Si l’on se donne une relation-entre a et 6 
et si, entre cette relation p(«, B)— 0 et (6), on élimine « 
et $, on aura une relation entre x, y, dx, dy, d'y qui sera 
l'équation différentielle de la développante de la courbe 
(a; B)=— 0. 

On peut aussi trouver la développante en cherchant le lieu 
des points obtenus en portant sur chaque tangente une lon- 
gueur égale à l’arc compté à partir d’un point fixe. 


Les courbes algébriques ont les mêmes foyers que leurs 
développées; cela tient à ce qu'un foyer d’une courbe est un 
point d’où l’on peut mener deux langentes isotropes à la 
courbe. 

Or deux langentes isotropes sont aussi.deux normales iso- 
tropes ; car les droites isotropes sont perpendiculaires sur elles- 
mêmes, leurs coefficients angulaires étant Vent et:— VENT. 
Les normales isotropes d’une courbe sont des tangentes 1so- 
tropes de la développée, et par suite les foyers de la courbe 
sont des foyers de la développée. 

Réciproquement, les foyers de la développée sont des foyers 
de la courbe; car, par les foyers de la développée, on peut 
mener deux tangentes isotropes à cette développée, qui sont 
aussi des normales isotropes à la courbe proposée ou des tan- 
gentes isotropes à cette courbe, 

Nous reviendrons sur cette question des foyers des courbes 
et de leurs développées pour expliquer un paradoxe ; il semble, 
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en effet, au premier abord, que le nombre des foyers d’une 
courbe soil une fonction bien déterminée de son degré comme 
sa classe, et que par suite le degré d’une courbe soit le même 
que celui de sa développée. Il n’en est rien, et nous allons 
bientôt le voir sur de nombreux exemples, et, je le répète, 
nous expliquerons plus tard pourquoi. 


IX. — Applications des théories précédentes. 
Développée de l’ellipse. — Nous prendrons les équations 
de l’ellipse sous la forme 
T—aCOS®, y —bsiny; 


l'équation de la normale sera 


(D) by cosv 


ax SIN O + ç? Sin ® COSY = 0. 


Pour trouver la développée de l’ellipse, il suffit de chercher 
l'enveloppe de cette normale; pour cela, nous différentierons 
son équation par rapport à ©, ce qui donnera 


(2) by sing + ax cose — c?(cos? — sin?) = 0; 


puis, entre cette équation et (1), nous éliminerons ©. Pour 
faire cette élimination, on multiplie (1) par sinw, (2) par coso: 
) P P; vu 


on retranche et l’on a 
At\=.— ç? sin? o. 


On trouve d’une façon analogue 
by= e200st 1 


Ajoutant ces équations, après les avoir élevées à la puis- 
sance, on a 


[re 


4 
3 


COUT 


c’est l'équation de la développée de l’ellipse. Écrite sous 
forme rationnelle, cette équation devient 


(ax? ie b2y? he ct )3 re 27 a? b?ctx2y? = .0: 


elle est donc du sixième degré. 
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La. discussion de cette courbe est facile; elle possède 
quatre rebroussements sur les axes. 

S1 l’on construit une courbe semblable à la développée de 
l’ellipse, elle aura pour équation 


2 2 
GEAR 


c’est l'enveloppe d’une droite de longueur constante qui glisse 
entre deux droites rectangulaires. On pourrait appeler cette 
courbe la développée du cercle ; nous la rencontrerons bientôt 
dans une autre théorie. 


… Développée de l’hyperbole. — Si l’on représente l’ ni 
bole par les deux équations 


un calcul analogue à celui qui a été fait pour l’ellipse nous 


donne l’équation de la développée de l’hyperbole 


2 23 
3 cà. 


(az) —(dy) — 


Cette courbe a deux HSE OR sur l’axe des x et 


2 
EEE 


quatre branches infinies. 


La développée de l’hyperbole équilatère est 


2 
3 


TP — YYEIC 
ou 
(æ2 — Y? — c2}—927c2x2y2? — 0. 
Développée de la parabole. — On pourrait trouver la dé- 


veloppée de la parabole en cherchant l’enveloppe de sa nor- 
male, dont on prendrait l'équation en fonction du coefficient 
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angulaire, par exemple. Mais, pour varier les méthodes, nous 
la chercherons en observant que l’équation d’une normale à 
la parabole 

J?=92pPX 
est 


m> 


(1) DANONE PI 
Par un point donné (x,y), on peut donc en faire passer trois, 
dont deux peuvent être imaginaires ou confondues. Or le lieu 
des points d’où l’on peut mener deux normales confondues 


est évidemment la développée; on aura donc, en général, la 


développée d’une courbe en exprimant que l'équation de la 
normale en fonction d’un paramètre variable a deux racines 
égales. La condition pour que (1) ait deux racines égales est 


_” 3 2 
s(P—=) 27 Ÿ RE 


ou, par un changement de coordonnées très simple, 


S x? . 


dp. 


on 
cette courbe est la parabole semi-cubique. 


Développée de la cycloide. — Les équations de la cycloïde 
sont 


æ = a(u—sinu), 
Y=a(I—cCosu); 
celle de la normale au point a(u— sinu), a(1 —cosu) est 


(æ— au asinu)(1— cosu) +(y —a+acosu)sinu — 0, 


ou 
æ(1— cosu)+ysinu — au(1 — Cosu), 


et, en différentiant, 


x sinu+ycosu = a(1—CoOSU)+ ausinu. 
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Si l’on tire de ces équations x et y en fonction de w,ona. 


æ—=a(u+sinu), 


Y=—a(i—cosu); 


ce sont les équations de la développée. 
Si l’on transporte l’origine au point dont les coordonnées 
sont T — AR, y — — 24, on trouve | 


T=—ar+au+asinu, 


J =4a+aCcosu, 
et, en faisant u — 7 + w/, on a finalement 


æ—=a(u — sinu'), 


F=Ia(icosu); 


ce sont les équations d’une cycloïde égale à la première. Ainsi 
la développée de la cycloïde est une autre cycloïde égale et 
semblablement placée; mais le sommet de la seconde cycloïde 
coïncide avec l’un des points de rebroussement de la pre- 
mière. 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier cette proposition 
par la Géométrie, ce qui est très facile en observant que le 
rayon de courbure est double de la normale. 


Développante du cercle. — La recherche des dévelop- 
pantes est du ressort du Caleul intégral; mais la développante 
du cercle est une courbe remarquable, qu’il est bon de con- 
naître : aussi en chercherons-nous l'équation. 

Pour trouver l'équation de la développante du cercle, il 
suffit de chercher le lieu des points obtenus en portant sur 
les tangentes au cercle des longueurs égales à l’arc corres- 
pondant compté à partir d’un point fixe. Nous ferons passer 
l'axe des x par ce point fixe et l’origine des coordonnées sera 
au centre du cercle. En appelant R le rayon, wR l’arc compté 
à parur du point fixe, les coordonnées du point correspon- 
dant de la développante seront données par les formules 


æ = R cosw + wR sinw, y = Rsinw — wR cosw. 


à - 
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La forme de la courbe est celle de deux spirales se rencon- 
trant sur le cercle en formant un rebroussement. 

. La podaire de la développante du cercle, par rapport au 
centre, a Son rayon vecteur égal à l'arc Row: c’est donc une 
spirale d’Archimède. 

S1 l’on ajoute les équations (1), après les avoir élevées au 

carré, On à 

22 y? = R? + w?R2: 


d'où l’on conclut, en posant x? + y2— y?, 


A IE 


R 


Il en résulte l'équation suivante, en coordonnées polaires : 


r cosû — R cos e ne k ÿr2R?2 ee : 
X. — Rayon de courbure en coordonnées obliques. 
Si, dans la formule 
| 3 
(1) AL (dx? -- dy? ie F 
“1 — dydz dx dy’ 


qui donne l'expression du rayon de courbure en coordonnées 
rectangulaires, on pose 
(2) æ = 2% + y'cos0, V=Wsint, 
let y! Ï d ses d I 7) d ë 

æ ety seront les coordonnées du point Ua ans un système 
de coordonnées obliques, dans lequel le nouvel axe des x 
coïncidera avec l’ancien, et dans lequel le nouvel axe des y 
fera l’angle Ü avec l’axe des +. Des formules (2) on tire 
R 5 | 

dx = dx' + dy'cosô, dy = dy'sin8, 

dx = dx +-d'y'cos0, dy = d?y'sin6; 
si l’on fait ?x'— 0 et si l’on porte ces valeurs dans (1), 


on a 


[CO 


E 


D 


L 


R— (dx?+ dy"? + 2d4x'dy'cos0) 
ai d'y" dzx' sin 0 


L. — Traité d'Analyse, II. | 8 
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ou, en supprimant les accents, 


3 3 
(de? + dy? + 2 dx dy cos8)? _(1+y2?+ 27'cos0 )? 
dy dx sin0 p y"sin 0 Le 


(35) R = 

Nous ferons une application de cette formule à l'ellipse 
rapportée à deux diamètres conjugués. Son équation est 
(4) CAVE b2%x?2 — a? b?. 


Cherchons le rayon de courbure à l'extrémité du diamètre Ÿ ; 
il faudra faire x — 0,y—=b,7 —=0:ona,en différentiant (4), 


a yy'+ L?x =0, 
dyy' + ay"? —- b2 —— Où 
e fais t En — b V0 
en faisant æ — 0, ) RE , On à 


2 PE on 2 Ps. = "SOU 
æ by" = b ou see. = 


La formule (5) donne alors 


9 


— ad” 
T bsinô” 
formule très simple et facile à construire. Pour les sommets, 


elle conduit à la construelion suivante, parfois utile : soient 


(fig. 23) STUV le rectangle circonscrit; À, A', B, B' Les 


Fip.1a5 7 
S .B: À 1 
Ne | 
à x F | À 


sommets de l’ellipse. Joindre A/B et du point S mener une 
erpendiculaire à A/B, la rolonger jusqu’à l’axe BB; Oest le 

PerP > 1 ger Jusq ; 

centre de courbure pour le sommet B. 


2 


La parabole, pour laquelle on a y — et TER à FES . ë 
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donne au point où elle rencontre son diamètre qui passe par 


, nn le ! 
origine, %—=0, }/— 0 et 


P 


FE RS 
sin Ô 


ce qui conduit à une construction très simple. 


XI. Rayon de courbure en coordonnées homogènes. 


L'équation générale des cercles tangents à une courbe 
donnée de degré 7n 


(1) f(x, Ÿs s) = 0, 
au point (x, y, =), est 
CV 7 (2 = X A+ YÉE ZA), 


fi; J2s 3 désignant, comme plus haut, les dérivées de ja 
et } un coefficient indéterminé. En effet, l’équation (2) est 
celle d’un cercle, car Z — 3 — 0, puisque Z —z3— 1. En outre, 
ce cercle passe par les intersections de la tangente 


Xfi +...—0 


avec le cercle de rayon nul (X — x}? (Y — y}? — 0: ains 
le cercle en question a deux points en x, J', 3, confondus 
avec la tangente à la courbe. 

Exprimons qu'il est à une distance du troisième ordre de 
la courbe; la puissance du point + + Az, y + Ay, 3 + Az 
devra être du troisième ordre, ou, si l’on veut, la formule (21} 
sera vérifiée, aux termes du troisième ordre près, en rempla- 
En bar x + At +... ou par T'+ dx +idx+...;:on 
aura, en n'écrivant pas les termes nuls Y AT, 


d’où | 
ñ = : he = 5 , 
fa dx + fady + fs diz 


116 CHAPITRE II. 


ou simplement 


(dx? + dy?) 
RE es : 
(23 fa x + fs y 


en observant que d3 — 0. Orona. 
fidx + fidy = 0, 
fu de? + 2 fie dx dy + 22 dY? + f1 x + fa dy = 
tirant de là f, dx + fs dy, la formule (3) donne 


— 2(dx? + dy?) 


He fu de? + 2 fie dx dy + f12 dy? 
] t QD IR 
ou, observant que 5 — — Pas 
Pe NE. (fifi) 


fufè— 2fio fi fe + fo fi 
Le dénominateur peut s’écrire 


fui Ja Ji 
fn Je #2 
Ja Jet E0 


ou, en faisant usage des relations qui existent entre / et ses 
dérivées (voir p. 94), 

| fai Je J3 | 

NOTE 


CAT 
fai 32 33 


Appelons H cette expression, et nous aurons, au lieu de (4), 


RE 2 (fi +fs ) 
H 2 


l'équation (2) devient alors 


(5) Ducs Re DIS 


INFINIMENT PETITS D'ORDRE SUPÉRIEUR. 117 


Les coordonnées du centre sont données par les formules 


HA ET 
Y ee, 
lPOn'a 
Ke y _ fit 
RON fu € H 
fi Æ 


Si l’on se rappelle que —"" — , : sont les cosinus des 


AA 0 rs 2 
VFi+f3 Vfi+ fs 
angles que la normale fait avec les axes, on en conclura 
celte valeur du rayon de courbure 


CIE 


b 


js 


PACE SUR) 
TT dE 


On voit qu'il est infini pour H — 0, c’est-à-dire en un point 
| q | P ; 
d'inflexion, ce qui était évident a priori; en sorte que cette 
remarque pourrait constituer une seconde manière de trouver 
les points d’inflexion. 

Si l’on fait f? + f5 = A2, on pourra écrire ainsi l'équation 
du cercle osculateur : | 

AN 2 A 2 A5 
X—x+ — +(Y— y + — = 
( A) +R) = 
On serait arrivé à ce résultat en appliquant aux formules 
PPHq 


données plus haut les règles de la différentiation des fonctions 
implicites. 


XII. — Rayon de courbure en coordonnées polaires. 


Pour trouver l'expression du rayon de courbure R d’une 
courbe en coordonnées polaires, on peut partir de la formule 


te 
(1) | __ (dx?+ dy?)? 
_ dydx — &xdy’ 
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qui donne le rayon de courbure en coordonnées rectangu- 
laires, et effectuer le changement de variables donné par les 
formules de transformation de coordonnées, qui servent à 
passer des coordonnées rectülignes x, y aux coordonnées 
polaires r, 6, à savoir 


(2) æ=reost, y=rsint. 


Pour effectuer les calculs d’une facon élégante, on peut mul- 


tiplier la seconde formule (2) par + V— 1 et l'ajouter à la 
première; on a ainsi les formules équivalentes 


Hg na 4 tes I — re0v-1, 4h mL Vs = reÿv=1 
et, en différentiant, 


| dx + dy V=Te ei (dr + y—1irdh), 
(3) AS :4 el: 
| dx — dy ÿ—1 = ev-1(dr — /— RAR 
Si l’on multiplie ces équations membre à.membre, on trouve 
(4) dx? -+ dy? = dr? + r? d0?. 

En différentiant les équations (3) et en prenant d'4— 0, 
On à 
dx + dy Y—1— eÙW-1 (dr +2y— 1 dr dd —rdd), | 
dx — dy W— 1 =e "(dr —02 V— 1 dr dd — rdÿ?). 

Si l’on muluplie la première équation (5) par la seconde 
équation (3), et la seconde équation (5) par la première équa- 
tion (3), si l’on retranche ensuite les résultats après avoir 


divisé par 2V/— 1, il vient 
dy dx — dxdy = —(rd?rd0 — 2 dr? dô — r?d3), 


et par suite la formule (1) devient, en changeant le signe du 
second membre, ce qui n’a pas d’inconvénient, puisque ce 
second membre comporte le signe +, 


3 
5 (dr? + r? dl? )? 
— rdrd) — 2dr?d6 — r2d8 
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Les points d’inflexion s’obtiennent en supposant R — « ; ils 
sont donc donnés en coordonnées polaires par la formule 


r d2 r dà — 2 dr? d8 — r? db — o. 


Applications. — La spirale logarithmique a pour équation 
Ÿ DÈ— eh0, 


k désignant une constante; on en conclut l'expression sui- 
vante du rayon de courbure 
(4 SE RE 
en ERACer 
1 — 2 
le rayon de courbure est donc proportionnel à eh, c’est-à-dire 


au rayon vecleur 7. 
Soient (ig. 24) M un point de la spirale, O l’origine, G 


Fig. 24. 


le centre de courbure; le triangle MOC reste semblable à lur- 
même quand le point M se déplace, car la normale MC à la 
spirale fait un angle constant avec le rayon vecteur et MC reste 
proportionnelle à OM. L’angle OCM reste constant, et le 
rayon vecteur OC de la développée fait un angle constant 
avec la tangente à cette courbe, qui par suite est aussi une 
spirale logarithmique. 
La spirale d'Archimède a pour équation 


11e. À: 


son rayon de courbure sera donné par l'équation 


à. 
_ (A+ 4202 \° 


R — L2 
9 k2-1K202 
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Cette formule peut s’écrire, en appelant N la normale, 
[ ) PP 


N3 


r? — 9 f2 


Remarque. — On peut trouver directement le rayon de 
courbure en coordonnées polaires, en observant que l'angle 


de contingence de est égal à dû + dV, V désignant l’angle 
que la tangente fait avec le rayon vecteur. Ainsi 


1 dÿ + dV 
R ds 
r db 
et, comme tang V — Dre 
LS dé ee d arct RAA 
R 45) de HP aEEOne 


formule identique à (2) quand on effectue les calculs. 


XIII. — Rayon de courbure en coordonnées bipolaires. 


Soient (/ig.25) MM'un arc de courbe ; MF et MF'les rayons 
vecteurs de M issus des foyers fixes F et F’, M'F et M'F! les 


rayons vecteurs du point voisin. Soient, de plus, MF — «, 


ME = w!, MM'— ds, FMO — « l’angle que la normale fait 
avec MF, F'MO — s/ l'angle que la normale fait avec MF’. 
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On a, en comparant la somme des angles des triangles IMF, 
1 IOM’, 
ÔO = EF — d, O = F'+ de 
ou, en observant que l'arc MP décrit de F comme centre a 
pour valeurs Fu et ds cos, 


ds cos 4 ds cos a’ 
On — du, (À — - —— 


u 72 


! 


dd: 


Soit R le rayon de courbure; on üre de là 


1 COS x dx I cos MEN 
PO TN RPTE R AT Eds: 
donc 
I cosa\ /1 COS NE. CE 
( de 


maths LÉ rés ne. à Po. td 2 ds Rs : à 


c’est de cette formule que l’on déduira la construction du 
rayon de courbure. 


/, on a donc 


. Ellipse. — Dans l’ellipse à = « 


| 1 COS 4 I COS 4 
| + — =) 
R u R u' 
‘ou 
À I I 
— = COS — + - s 
j R uw u' 


>) COS 5 
M le 2 (RUSSE U ), 
L uu 


ou, en appelant 2a le plus grand axe 
PP 5 ) 


I & COS 


R uu' 


On peut encore transformer cette expression, quoiqu’elle 
donne une construction fort simple : on a, en appelant 2c 
la distance focale et 20 le petit axe, 


4 —=u?+u?—ouucos24, 


4e=(u+u} — {uu'cos?a, 
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F/ « 
d’où 
D? | b2 
cos ue . HAT Se 
AAKA COS-4 
donc 
b2? 
| _acoszx 
Ovales de Descartes. — Les ovales de Descartes ont pour 
équation 


U au) —="0; 
on a, comme l’on sat (p. 30), 


Sin % du 


SNL dt DOI 
d’où 
sin4 = &asint/, 


cosaxda — a cos x da. 


La formule (1) devient alors 


( COS 4 I cos 4! cos &/ 
en ee SN SN ER 
R 7 R uw COS & ? 


\ 


d’où l’on tire 


LL : 
TH SIM(Xa+— x) — 


sin æ'COS?2% sin 4 COS? 2” 
ee À 
R u u 


! 


On en déduit la construction de R. 


XIV. — Rayons de courbure en coordonnées multipolaires. 

Soient Pi, Pas +.-, Pn les distances d’un point M à des 
centres fixes P,, P,, ..., P,; une équation non identique 
(1) MU PAS Do Dr et 


entre Pi, Pos ++, Pn représentera une courbe, dont le rayon 
de courbure peut se construire géométriquement, comme 
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nous allons le voir. Soit ds l'élément d’arc de la courbe (1); 
différentiant (1), on a 


(2) »S PE dp; dp; FAN Ôf La ais 
Æsi 0p;0p ; ds ds Æsd OP; ds? 


Or, en appelant æ, y les coordonnées rectangulaires du 
point M et a;, b; celles du point P;, on a 


ph (e— a) + (y 8 


et, en différentiant deux fois, 


: dpi) der RS 
(3) cs AR Up ds bi) ds 
id P: ee M En at VEN dx aus 
(4) Pi ds Ph ds UE LOT AE: (T — ai) SE TR PTT 
dpi 
Si l’on Fe l'équation (3) par p;, elle exprime que _. est 


Je cosinus de l'angle a; que l'élément ds fait avec le Fe Dee 


si l’on divise (4) par ps, on aura alors 


d’pi l I 
RE a Cod; = — + — COS(Dpi): 
de DEP; pi | 
o désignant le rayon de courbure de la courbe (1), cette for- 


mule peut encore s’écrire 


et (2) devient 


92 
D J cosajcos a; + D SP 


Ai 0p;0p j 


sin? %; Sin 4; 
= 0) 
dd OP; Pi 0 


\ \ 
d’où l’on tire 


\ 2 f \ of sin?4; | 


COS; COS; — | 

di Pi 0pj.. ‘  AÆmoôpi Pi, | 
£ ) 0 ; U | 

g > ns SIN X; | 
OPi | 


Si l’on applique cette formule à l’ellipse qui a pour équation 


Pi+ Pe= 24; 
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on trouve 


sin? 44 sin? 
_ & 


I P1 P2 


p SIN Xi + SIN % 


ou bien 


P1P2 (Sin a + sin). 


p= 


HUE = , 
P2 SIN? di + p1 Sin? 


Mais == 0 ON peut donc écrire 


Je 2P1P2 
CA (P2 + Pi)Sinu 
ou 

2 


! 


: RE Re ES 
P Sin %; Pi P2 
e sinæ, est donc moyenne harmonique entre les rayons vec- 


teurs p, et p:. La même méthode s'applique à la lemniscate 
en écrivant son équation 


10g p1 + log p2 = const., 
aux ovales de Descartes, etc. 


XV. — Rayon de courbure des podaires. 


Soient ( {g. 26) MM’ une courbe, QQ' sa podäire relative au 


Fig. 26. 
Me 
LS / 
' ae M 4 
A deu 0e 


pôle P; soient PM — ;, R le rayon de courbure de MM’, ds son 


EPL CRT OT NN D, - +. 
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ds 
R 
milieux de PM et de PM. 

QO et Q'O' sont les normales à la podaire, et son rayon de 
courbure R, sera donné par la formule 


élément d’arc, de — -— son angle de contingence, O et O' les 


(1) MERS 
on a de plus 
EE GORE de, 


or Q'O'= PO’; Q'O diffère de OQ ou PO d’un terme du 
deuxième ordre ; doncles triangles Q'OO'et POO’ sont égaux, 


en sorte que l’angle O'Q'O — OPO'=— dw. On a, d’ailleurs, 
Vo G = Q0Q'— O0Q'0'— 2 de — dw; 


(1), (2), (3) donnent alors 


p de 


ire 2 de — dw 


ou 


du M2 do R 


o de &0 pds 


ep dw du 
sin —= — jo 


Vds? + p? dw? 


La formule précédente donne alors 


2 EN 
— = -— — SInl | 


Rep? 


ou 


2 où (LT IRS QE 
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ou 


donc p est moyenne harmonique entre R, et —— 
: R sin 


* On a, si 


l’on veut, 


2 


Le) 


Frs ; 
. 25 —Rsinmy 


d'où résulte une construction simple du rayon de courbure 
de la podaire. Cela posé, on construira facilement le rayon 
de courbure de la strophoïde, de la lemniscate de Ber- 
noulh, de la cissoïde, si l’on observe que ces courbes sont 
les podaires respectives de la parabole par rapport au pied de 
sa directrice, de l’hyperbole équilatère par rapport à son 
centre, de la parabole par rapport à son sommet. 

La transformée par rayons vecteurs réciproques d’une 
courbe a pour cercle osculateur le cercle dans lequel se 
transforme le cercle osculateur de la courbe proposée. Cette 
proposition résulte de ce que le cercle osculateur est celui 
qui passe par trois points infiniment voisins. S1 l’on se rap- 
pelle que la courbe polaire réciproque d’une courbe donnée 
par rapport à un cercle est la transformée par rayons vecteurs 
réciproques de la podaire de cette courbe, 1l en résultera gé- 
néralement une construction simple du rayon de courbure de 
la podaire d’une courbe, quand on connaîtra celui de sa po- 
lire réciproque. | 


XVI. — Quelques observations sur la théorie du contact. 


Considérons l'équation d’une courbe mise sous la forme 


J=a+brz+cr+dr3+. 


la droite y = a + bx est tangente à cette courbe; en effet, la 
différence des ordonnées de la droite et de la courbe est 
ECC + dx +...); au point commun æ=0, y = à, cette 
différence est donc du second ordre : donc, etc. 

La parabole y = a + bx + cx? aura avec la courbe, au 
point æ = 0, y = à, un contact du second ordre; car la diffé- 


Re nd . © 
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rence des ordonnées des deux courbes est x?(d+...),c'est- 
à-dire du troisième ordre. Lorsque € sera nul, la parabole 
osculatrice se réduira à une droite, et le point x = 0,y —=4« 
sera un point d’inflexion. 

La parabole y == a + bx + cx? + dx aura avec la courbe 
un contact du troisième ordre, etc. 

Considérons maintenant l'équation d’une courbe sous la 
forme f(x, y) = 0. Si nous donnons à æ et à y des accrois- 
sements Ë, n et si nous considérons £ et n comme des coor- 
données courantes, l'équation de la courbe prendra la forme 
suivante, Où f11,./123 f22, + - - désignent les dérivées défÉEiy} 


T 
(1) E fa + me 4 ( fi 2 + 2 f12 NE + f220°?) lie =— Os 
L'équation 
(2) Efi+nfs = 0 


est l'équation d’une tangente. En effet, les premiers membres 


de(r)et (2) ont mêmes dérivées RASOISE du premier ordre 


dr 
pour = 0, n — 0, donc mêmes a . La courbe 


1 
Efi ns + ras, (E2 fin + an fa + N° fo2) = 0 


er 
a avec (1) un contact du second ordre, car elles ont pour 5 — 0. 
n — 0, mêmes dérivées partielles premières et secondes, et 


Dies à TS os 21 
ar suite mêmes —; mêmes SEC 
P dE de 


© 
Plus généralement, considérons la courbe 


(3) AAC En fa) + CCE? frs + 2nk 12 + n° 2 f22) = 0; 


elle aura avec la courbe (1) un contact du second ordre, car 
les dérivées premières des premiers membres de ces équations 
seront QE ainsi que leurs dérivées secondes 


d ds 
pour £ — 0,n — 0; les es EL 2 seront alors les mêmes, et 1l 
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est clair que cet énoncé est susceptible de généralisation. 
Ceci posé, rendons (1) homogène; nous aurons, en appe- 
lant m» le degré de f, et en supposant x — 0, y = 0, 


L 


Se (x? +...+ 232 : 
f mim—i1)" fi Pas): 
en n’écrivant pas les termes nuls et en écrivant € au lieu de z. 
on a 
ie Tee TUE 


nous aurons de même, en n’écrivant pas les termes nuls et en 
vertü du théorème des fonctions homogènes, 


fine Un (EG 13 + nCfes). 
Prenant alors C = m(m —1), B—= 2{(m 1}, À =, a for. 
mule (3) deviendra | 


E2 fai + 02/20 + C2 f3s + 2/23 0€ + 2 31 CE + 2 f1otn 0: 


cette équation est celle d’une conique osculatrice. Quand le 
point æy est un point d’inflexion, trois des points de contact 
sont en ligne droite; la conique en question doit donc se ré- 
duire à deux te et:L'ON 3 ÿ 


| Jui Je Ji3 | J 
| foi 22 /23 RU 
ANRT 


Nous retrouverons cette conique osculatrice plus Join sous le 
nom de polaire conique. 


XVII. —— Théorie des roulettes. 


Je rappelle que l’on dit qu’une courbe roule sans glisser 
sur une autre, quand, ces courbes étant sans cesse en contact, 


INFINIMENT PETITS D'ORDRE SUPÉRIEUR. 129 
les distances de deux points de contact successifs comptées 


sur la courbe fixe et sur la courbe mobile sont égales. 

Quand une courbe roule sans glisser sur une autre courbe 
fixe, un point quelconque du plan de la courbe mobile décrit 
une courbe appelée roulette. La courbe fixe est la base, la 
courbe mobile est la courbe roulante. 

Rapportons le système à deux axes fixes Ox, Oy et aussi 
à deux systèmes d’axes rectangulaires w£Ë, wn, liés à la courbe 
roulante. Soient «&, b les coordonnées du point w par rapport 
à Ox et Or. 

Soient X, Ÿ les coordonnées du point de contact M des 
deux courbes, £, n les coordonnées du point P qui engendre 
la roulette par rapport aux axes OË, On, etx, yses COor- 
données par rapport aux axes fixes ; soient enfin w, + les dis- 

_tances du point P à la tangente et à la normale commune à 
la base et à la courbe roulante en M. 

Prenons pour variable indépendante l’arc s décrit, soit sur 

la base, soit sur la courbe roulante par le point M, et soient 


les équations de la base par rapport aux axes fixes: 
Xi qis), Yi Wi(s) 


les équations de la courbe roulante par rapport aux axes wë, 
wn. Calculons les coordonnées +, y en fonction de Ë et n: à 


cet effet, servons-nous des coordonnées auxiliaires u, Ÿ; nous 
aurons 


æ—=X+ucos(u, æ)+ + cos(v, æ), 
J = Y+ucos(u, y)+ + cos(v, y). 
S1 l’on désigne par un accent les dérivées relatives à s, on 
pourra écrire 
(1) æz=X+uX —0Y!, 
I 
J=Y+uY'+0oxX'; 
or on à 
E—Xi+uX,—vY!, 


L. — Traité d'Analyse, 1. 
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d’où l’on tire 


u—  (E—X1)Xi+(n — Yi) Yh, 
= ER) ne 


(2) 


les équations (1) deviennent alors 


2 Xe (EX) XL CE VV) En NOR 


. (3 put D ‘4 ! ! 
de y =Y+(E Xi) VX) EMI 


ce sont les équations de la roulette. 

Avant d'aller plus loin, observons que, R désignant le rayon 
de courbure d’une courbe en M, on a, en prenant l'arc pour 
variable et appelant æ, y les coordonnées du point M, 

Ur AR JT 
PNR ne pe 


YY AA DUO 


PA RS A 
(x) 10 B ? æ — K 


j 
R 
la courbe roulante; en différentiant (2), on aura 


Cela posé, appelons 


et _ les courbures de la base et de 
1 


LA 


e KE 
TE er y + (0 rad) R: VUE 
ou bien 
11.2 IE RES 
— R, 1 
(4) ; 
14 TPE 


S; l’on différentie alors les formules (1), on a, en vertu de (a), 
LS QE & QuY'+ 6X')+ u'X'—=w/Y!, 


y'= Y'+ F (UX'—.0 Y') EURE 
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en vertu de (1) et (4), ces formules donnent 


P=X— RU—Y)—X- 
Y=T+ Rx) + I 
ou bien 
[—r-(5 + (7 —Y), 
5 
% | (ER +r)e-x);: 


on tire de là 
RENTREE (Er NX) no, 


ce qui prouve que : 


La normale à la roulette passe par le point de contact 
de la roulante et de la base. 


En ajoutant les formules (5), après les avoir élevées au 


carré, on a 


: ; I TAN 
mien) 
1 


\ 


R désignant la droite PM qui joint le point M de la roulette 
au point de contact de la roulante et de la base. On en con- 
clut, en appelant o l’arc de roulette, 


I I 
(6) do (à + p)nds: 


en différentiant (5), on a 


DRAGON GO Y), 

J'= G'(T—X)+G(x —X'), 
REX 
Ri 
par y’, la seconde par x’, et ajoutons; nous aurons 


G désignant, pour abréger, & + &-+ Multiplions la première 


— y'æ" + z'y"— GT —Y)r'+(x—X)x] 
+ Gr (y — Y)+ (x — X')] 
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ou, en vertu de (5), 
D'p—y a = GL(r—X)(7 —Y)—Q—Y')(@—X)] 
ou, en éliminant encore x', y'au moyen de (5), 
ay" — y'a G[Y (x — X) XNA 


c’est-à-dire 

z'y"— y'a"= G'(ncosp — Gn?), 
© désignant l’angle que fait la droite x avec la normale com- 
mune à la base et à la roulante; il en résulte 


x'y"— y'æ” 1 An COS? —Gn? 


do _ G n3 ds3 


ou, en appelant p le rayon de courbure de la roulette, 
Li l'AS LR 
CAR R: n n 


Si l’on suppose R,— « et si le point décrivant est sur une 


droite mobile roulante, 
1 ; 
TR COS® — n° 


. T | . 
mais dans ce cas © — È et l’on a p — n, ce qui est une pro- 


priété connue de la développante de la base. 


XVIII. — Digression sur un théorème de Cinématique. 


Taéorème 1 — Quand une figure plane se déplace 
infiniment peu d’une manière quelconque dans son plan, 
il existe un point dont le déplacement est un infiniment 
petit du second ordre. 


Pour le démontrer, rapportons la figure mobile : 1° à deux 
axes fixes Ox et Oy situés dans son plan; 2° à deux axes w6, 
wn mobiles, mais invariablement liés à cette figure mobile. 


1 Ju 
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Les formules de transformation des coordonnées donneront 


TZ = Go + € COSY — n sinv, 
J = Jo +Esinp+n cos», 


(1) ; 


%0; Jo désignant les coordonnées du point w et © désignant 
l'angle de wË avec Ox. On déduit de ces formules 


dx = dry — (Ë siny + n cosv) do, 


‘4 | dy = dyo +(E cosp —n sine) de. 


(Nous n'avons pas différentié £etn, parce que, les axes mobiles 
étant liés à la figure mobile, les coordonnées 6, n d’un point 


de cette figure restent constantes.) Ces équations peuvent 


d’ailleurs s’écrire 
04 dx = do —(y — Yo) de, 
dy = dyo+(x— x) de. 


Si l’on suppose dx — 0, dy — o, alors Ax et Ay seront du 


second ordre, le déplacement du point (x, y) sera du second 
ordre, et l’on aura 


dro—(E sine +n coso) do — 0, 


3 
(9) dYo +(Ë cosp — n sinp) do = o. 


Ces deux équations détermineront un et un seul point (£,n), 


excepté toutefois si do = 0; ce point, dont on aura les coor- 
données fixes æ, y au moyen des équations (1), a un dépla- 
cement du second ordre. 

Ce point est ce que l’on appelle le centre instantané de 
rotation. 

Supposons Ë et n non plus invariables, mais donnés par les 
relations (3); le lieu des points €, n, obtenu en éliminant 
entre (3) le paramètre variable dont les variations détermi- 
nent le mouvement, est le lieu des centres instantanés dans la 
figure mobile : c’est une courbe C?, Les équations (3) repré- 
sentent, si l’on veut, cette courbe C/. Les équations (1) repré- 
sentent le lieu C du centre instantané dans le plan fixe, pourvu 
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que l’on y suppose E et n donnés par les formules (3). Diffé- 
rentions, en nous plaçant à ce point de vue, les formules (1): 
nous aurons 


dx = day —(E sine + n cosy) de + (dE cose — dn siny), 
dy = dyo + (Ecose — n sine) dp + (dé siny + dn cos) 


ou, en vertu de (3), | 
dx = dt cos? — dn sinv, 
dy = dé sing + dn cosw. 


Multüiplions la première par cos®, la secon de par sinv et retran- 
chons; nous aurons, dans le premier membre de l’équation 
résultante, la projection « du déplacement du point (x+,y )sur 
l'axe WE 
U = dé, 

En appelant + la projection du même déplacement sur 
l'axe wn, on aurait p — d' : il en résulte que, quand on donne 
à la figure un déplacement infiniment petit, le centre instan- 
tané se déplace dans la figure mobile et dans le plan fixe de 
quantités égales en grandeur et en direction (aux termes du 
second ordre près); les différentielles des ares de courbe C 
et C/ sont égales, leurs projections sont égales; donc ces deux 
courbes sont tangentes et roulent l’une sur l’autre sans glis- 
ser; donc : 


Tuéorime Il. — Le déplacement d’une figure plane 
dans son plan peut toujours s'effectuer en faisant rouler 
sans glissement une courbe invariablement liée à la figure 
mobile sur une courbe fixe, et cela d’une seule manière. 


Car : 1° le centre instantané de rotation est bien déterminé; 
2° quand deux courbes roulent l’une sur l’autre, le point de 
contact a un déplacement infiniment petit du second ordre; 1l 
est, par suite, le centre instantané de rotation (cela résulte de la 
définition même du contact du premier ordre); 1l y a des cas 
où le centre instantané pourra être rejeté à l'infini. Il ya plus, 
si do est toujours nul, les axes mobiles resteront toujours 
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parallèles à eux-mêmes ; il n’y aura plus de centre instantané, 
et le mouvement sera un mouvement de translation. 


Corozzarre I. — Quand une figure se meut dans son 
* plan, les normales à toutes les courbes décrites par les 
différents points de la figure mobile passent par un point 
fixe (le centre instantané de rotation). 


Corozzarre II. — Pour trouver le point où une courbe 
invariablement liée à la figure mobile touche son enveloppe 
on cherche le centre instantané de rotation, et de ce centre 
on abaisse une normale sur la courbe enveloppante : le 
pied de cette normale est le point cherché. 


Pour trouver le centre instantané, d’après ce qui vient 
d’être dit, il suffit de savoir mener la normale à deux courbes 
décrites par des points différents de la figure mobile. Si, par 
exemple, une droite de longueur constante a ses extrémités 
sur deux droites rectangulaires, le centre instantané s’obtiendra 
en menant par les extrémités À, B de cette droite des perpen- 
diculaires OA, OB sur les deux droites fixes : le point O de 
rencontre de ces deux droites sera le centre instantané. Soit M 
un point de la droite AB; il engendre une ellipse : MO sera 
la normale à cette ellipse au point M. 


XVIII. — Sur les épicycloïides. 


L'épicycloïde est une roulette engendrée par un point de 
la circonférence d’un cercle qui roule sans glisser sur un 
autre cercle fixe. L'épicycloïde porte le nom d’hypocycloide 
quand le cercle mobile est intérieur au cercle fixe. 

Soient R le rayon du cercle fixe, r celui du cercle mobile 
considéré comme positif dans l’épicycloïde ordinaire etcomme 
négatif dans l’hypocycloïde; soit A le point décrivant dans la 
position qu'il occupe lorsqu'il est le point de contact du 
cercle roulañt et du cercle fixe. Prenons pour axe des x la 
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droite qui joint le centre O du cercle fixe au point A; dési- 
gnons par «à l’angle dont a tourné le centre du cerele mobile 
quand le point décrivant s’est transporté de À en une posi- 
uon M quelconque; par x, y les coordonnées du point M; 


posons enfin 


le théorème des projections fournira très simplement les rela- 
tions (fig. 27) 


æ=(R+r)cosa — rcos(a+ B), 


J =(R+r)sina—rsin(a+ 8). 


(1) 


La construction du rayon de courbure et de la normale à 
cette courbe découle des formules du paragraphe précédent : 
ainsi la normale au point M passe par le point de contact 
des deux cercles, et le rayon de courbure p est donné par la 


PTE he I n? 
PC R r n n 
R 


Dans le cas actuel, cette formule se simplifie ; on a, en effet, 


formule 


n 
Cost 


È el A ÿ NE « 
et l’on trouve, au signe près, 
n R 


= RE SE, 
P R+or’ 


ce qui donne une construction bien simple du rayon de cour- 
bure o; on voit qu'il suffit de prolonger la normale n d’une 


uantité 
q antite R 


Soient (fig. 27) Ole centre du cercle mobile, N le point de 
contact des deux cercles: on prendra NK = 27 +R ou, si 


nR ; . : L 
Fr. que l’on construira comme il suit : 
ie NA 


l’on veut, on prolongera le diamètre du point N de R, on 


Joindra MK, on mènera OC parallèle à MK, et le point C 
nR 


sera le centre de courbure de l’épicycloïde, car NC — =. 
4 R@r 
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Par le point C, menons CS perpendiculaire sur CN ; il est facile 
de voir, par la es des triangles CNS, N'NM, ÊTES NS 


_ est constant et égal à ——: On a alors OS— > de 


ee 


Neue 27 s 
sorte que F ; le système des deux de ayant pour 


DS. 


rayons Le et OS, est donc semblable au système des cercles 


proposés, et il est facile de voir que l’arc BS est égal à 


Fig. 27. 


l'arc CN. Si donc on prend BP égal à la demi-circonférence 
du cercle SCN, l’are CSN sera égal à l’are NA; le point C 
engendrera alors une épicycloïde semblable à la première. 
Donc : | 


La développée d’une épicycloide est une autre épicy- 
cloide semblable à la première. 


S1, dans les formules (1), que nous écrirons 


R+r 


æ=(R+r)cosa— r cosa 


2 


Re r 
F 


y =(R+r)sina— rsinx ) 


on fait une transformation de coordonnées, en faisant tourner 
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Ja 
les axes de l'angle Tp? 0n trouve 


7 


R + 700 

t=(R+r)cos(a+ p)—rc0s(e TE): 
r 
R 


R 


7 =(R+r)sinfas à) Sr IE 


, . V4 
_et,sil’onfata+"r KR UOTE 


r 


+=) 
2 


æ==(R—7r) cosa'— r 008 (x + # 


; : R+r 
7 =(Ræ+r)sine — r sin (r + d SR 
Or les équations d’une épicycloïde engendrée par un cercle 
de rayon — r roulant sur un cercle de rayon R + 2r sont 


R+7r 
æ=(R+r)cosa + rcosa 


5 3 1 1 
JY =(R+r)sinæ + r sin a 10 


elles coïncident avec les précédentes, d’où il résulte que : 


Toute épicycloïde peut étre engendrée de deux manières 
en faisant rouler un cercle sur un autre. 


On voit que l’épicycloïde a pour tangente la droite MN' 
qui l'enveloppe ; il est facile de voir que c’est le diamètre d’un 
cercle dont le rayon est 2r et qui roule sans glisser sur le 
cercle fixe. Ainsi : 


L’épicycloïde est l’enveloppe du diamètre d’un prete 
mobile qui roule sur un autre sans glisser. 


Citons encore la proposition suivante de Chasles : 


Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une 
épicycloide est une autre épicycloide. 
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XX. — Sur les courbes remarquables de la famille épicycloïdale. 


F je 97 o .. 
Quand le rapport ; est commensurable, l’épicycloïde est 
évidemment une courbe algébrique. 


1° QuandR=—7r,ona 


æ—2Rcosa--Rcos2a, 


y=2Rsina— Rsin2a 


ou, en transformant les coordonnées, 


x =(2R—2R cosx)cosa, 


RER Cosa)sinx; 


si l’on regarde & comme un angle polaire et si l’on désigne 


par r le rayon vecteur, on a 


r—=2kR—2R cos", 


ce qui est l'équation d’une conchoïde de cercle : cette 
conclusion est évidente par des considérations synthétiques. 
2° Quand 7 ——+%R, on a une ligne droite : c’est là un 


théorème de Lahire, bien connu du lecteur. 
. . \ R , Si 
30 Nous examinerons le cas où r — — —; les équations de 
4 


la courbe sont 
x = 3r COS4 + r COS 34, 


y =3rsina—rsin 3; 
si l’on observe que 


cos 34 — cos? a — 3 cosa sin? œ, 


et que 
sin 34 — 3cosæ?sinx — sinÿa, 
on trouve 
æ = r(3cosa + cosi a — 3 cosa + 3 COSŸ a) 
ou 


æ= 4T.COS 4%; y = Âr sin$ a; 
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donc 


ETQ 


+ (4) 


C’est l'équation de l'enveloppe d’une droite de longueur 
Constante 4r qui s'appuie sur deux droites rectangulaires, 
ce dont la Géométrie pure rend compte très simplement. 

Cette courbe est semblable à la développée d’une ellipse 
dont les axes tendraient de plus en plus à devenir égaux; elle 
est du sixième degré, comme la développée de l’ellipse. 


1 Silonar ee Hs on obtient ce que l’on appelle l’hy- 
3 q Abe LA 


pocycloïde à trois rebroussements, courbe devenue célèbre 

par les travaux de M. Cremona (Journal de Crelle, 1. 64. 
Voir aussi, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 

un article de M. Laguerre et un autre de Painvin ; 1890). 
_Les équations de cette courbe sont 


æ = r(2Cosax + cos2x), 
J = r(2 sina — sin2a), 
d’où l’on tire 
, (+ y} + 8rx(3y?— 22) + 18 r2( 72 + Y?)—197r# 210% 
quand on prend le triangle qui a pour sommet les trois 


rebroussements de la courbe pour triangle de référence, on 
trouve pour équation ordinaire 


JP + 2202 + m2 y? = ogyz(x +Y +2); 


et pour équation tangentielle, 


(En + EC) = 07 Ent. 


On sait que les pieds des perpendiculaires abaissées d’un 
point d’un cercle sur les côtés d’un triangle inscrit sont sur 
une droite que l’on appelle quelquefois la droite de Simson. 

L’enveloppe des droites de Simson est une hypocycloïde 
à trois rebroussements. 
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XXI. — Cycloide et développante de cercle. 


Quand R—, l’épicycloïde devient une cycloide, et, 
quand 7 —  , elle dégénère en développante du cercle R. 

Ainsi la cycloide est la courbe engendrée par un point 
d’une circonférence qui roule sans glisser sur une droite 


fixe. 


Nous avons déjà étudié un grand nombre de propriétés de 


cette courbe sans en faire connaître la génération. 
Prenons ( {2. 28) pour axe des x la droite fixe sur laquelle 
JE + P 


0 P A Un 


roule le cercle générateur, et pour origine O le point où la 
cycloïde rencontre l’axe des x, en sorte que O soit le point où 
le cercle générateur touche O x quand le point décrivant est 
sur l’axe des x. 

Les coordonnées étant rectangulaires, appelons w l’angle 
que fait le rayon CM du cercle générateur avec la direction 
CA : c’est l’angle dont le cercle a tourné depuis qu’il a quitté 
son point de contact O avec O x. Soient OP — x, PM — y, les 
coordonnées du point M de la cycloïde, « le rayon du cercle 
générateur; l'inspection de la figure donne 


æ—a(u—sinu), y—a(I —cosu). 


Résumons les principales propriétés de la courbe : 

1° La normale en M passe par le point de contact A du 
cercle générateur et de la base Ox(p. 131). 

2° MB est la tangente. 
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3° Le rayon de courbure est double de la normale MA 
(p: 101). 

4° La développée de la cycloïde est une autre cycloïde 
égale et semblablement placée; ses sommets coïncident avec 
les points où la cycloïde proposée rencontre sa base (p. 111). 

5° Les points où la cycloïde rencontre sa base sont des 
points de rebroussement. La courbe se compose d'ailleurs 


d’une infinité de branches égales, placées les unes à la suite 


des autres. 


6° Le lieu des sommets des angles droits circonserits à la 
cycloïde est une cycloïde. 


N.B.— La propriété 4° se démontre géométriquement avec 
la plus extrême facilité. 


XXII. — Épicycloïdes allongées ou raccourcies. 


L’épicycloïde allongée ou raccourcie est engendrée par un 
point du plan d’un cercle mobile qui roule sans glisser sur un 
cercle fixe. Les propriétés de ces courbes résultent des con- 
sidérations développées aux paragraphes précédents; leur 
étude est du domaine de la Mécanique. Toutefois nous ferons 
observer que parmi ces courbes se trouve l’ellipse qui est 
engendrée par un point du plan d’un cercle mobile qui roule 
intérieurement sur un cercle de rayon double; on déduit de 
là un moyen nouveau de construire le rayon de courbure de 
l’ellipse. Cette propriété se démontre géométriquement avec 
la plus grande facilité, en s'appuyant sur le théorème de 
Labhire et sur cette propriété de l’ellipse, qu'elle peut être 
engendrée par un point invariablement lié à une droite de 
grandeur constante qui glisse entre deux droites rectangu- 
laires. 

La cycloïde allongée ou raccourcie a quelquefois reçu le 
nom de trochoïde ; l'épicycloïde allongée ou raccourcie s’est 
aussi appelée épitrochoïde ou hypotrochoide. 
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Soient R le rayon du cercle de base ; r lerayon du cercle rou- 
lant, considéré comme positif dans l’épitrochoïde et comme 
négatif dans l’hypotrochoïde; / la distance du point qui décrit 
la roulette au centre du cercle roulant. Nous supposerons les 
cercles en contact sur la partie positive de l’axe des x : le 


point décrivant sera donc situé sur l’axe des x; / sera con- 


sidéré comme de même signe que r ou de signe contraire, 
suivant que le point décrivant sera, par rapport au centre du 
cercle roulant, du même côté ou non que le point de contact; 
soit enfin « l’angle dont le cercle roulant a tourné. Les coor- 
données d’un point de la roulette seront données par les for- 


mules 
æ—=(R+r)cosa —/lcosf, 


y =(R+r)sina— {sinf, 


où l’on a posé, pour abréger, 


s R L k 
Quand — sera commensurable, la roulette sera une courbe 


algébrique. Quand 8 = — « ou R— —2r, on a une ellipse, 
comme on l’a observé plus haut. 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Trouver le lieu des centres et des foyers des courbes du 
second degré qui ont entre elles en un point donné un contact du 
troisième ordre. 


2. Trouver le lieu des foyers des paraboles qui ont entre elles en 
un point donné un contact de second ordre. 


3. Si l’on considère une conique et son cercle osculateur, la tan- 
sente commune et la corde commune sont également inclinées sur 
les axes : en profiter pour construire le cercle osculateur. 


4. Trouver sur une courbe les points pour lesquels il existe 
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deux hyperboles équilatères ayant avec la courbe un contact du 
troisième ordre. 


5. Trouver le lieu des centres des hyperboles équilatères, ayant 
avec une parabole un contact du troisième ordre. 


6. On appelle points Steiner d'une courbe ceux où elle est touchée 
par une conique suivant un contact de sixième ordre (voir LEMON- 
NIER, 'hèses) : trouver le caractère de ces points. 


7. Trouver l'équation de la conique qui, en un point donné d’une 
courbe, a avec elle un contact du quatrième ‘ordre ou de la parabole 
qui a avec elle un contact du troisième ordre. 


8. On appelle développoide d’une courbe l'enveloppe des droites 
qui la rencontrent sous un angle constant (LANCRET, Savants étran- 
gers, 1811; RÉAuUMUR, Mém. Acad. des Sciences, 1709; HAToN, 
Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 2° année). Soient « 
l'angle constant, p le rayon de courbure de la courbe, ds son arc élé- 
_mentaire, p’ le rayon de courbure de la développoïde; on a 
pdp 


p = psina + Ts C9S4- 


(HaBicu, les Mondes, t. XIX.) 


9. Trouver les développoïdes de la spirale logarithmique (voir 
l'exemple précédent). 


10. On peut généraliser la notion de développée comme il suit : con- 
sidérons une courbe S et sa tangente TM en M; soient I et J deux points 
fixes, soit NM la droite conjuguée harmonique de MT par rapport 
à MI et MJ : trouver l’enveloppe des droites MN, (Quand I et J sont 
les ombilics du plan, l'enveloppe en question est la développée de la 
courbe.) Application à l’ellipse. Cas où les deux points fixes I et J 
sont les foyers. 


11. L'équation de la lemniscate de Bernoulli étant 


(a+ 2} — a(22 — 72) — 0 ou ri= 4? cos20, 


 LIDERRE : ; 
son rayon de courbure est 3, l'équation de sa développée 


GAS ELU 


ra hd, pe 0 D: 6 
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12. L'équation de la parabole semi-cubique étant 3ay2 — 


rayon de courbure est 
(RG LR Tv 
3 a? ñ 


l'équation de sa développée est 


23, son 


43. La chaïînette 


2 
a pour rayon de courbure 7. On a 
2m 


ds LA 


dr m 


14. Dans l’hyperbole équilatère, le rayon de courbure est la moitié 
de la corde normale. 


15. Voici quelques formules relatives aux coordonnées tangentielles 
calculées par M: Painvin : 

Soient w, # les coordonnées tangentielles d’une tangente à une 
courbe ; U, V les coordonnées courantes; on a les formules 


suivantes : 
Equation du point de contact : 


QU —u)de —(V —+)du = 0. 
Coordonnées x, y ordinaires du point de contact : 


heu do Mr du 
PETER A JT udp — du 


Elément d’arc : 


———— ds Œu — duds 
RENTE Qu de — v du}? 


Coordonnées w;, 1 de la normale : 


Ruct o(udo — + du) is u(udo — du) 
Mu du PC udicde 


Rayon de courbure : 


R= (up) dv d'u — dud?v 
ti (udo — du} | 


16. Voici d’autres formules du même auteur; quelques-unes étaient 


déjà données ailleurs. Soient p la distance de l'origine à la tangente 


L. — Traité d'Analyse, II. 10 


146 CHAPITRE II. 


à une courbe, « l’angle que la normale fait avec l’axe des æ; on a, 
en employant les notations du numéro précédent, 


cos x sin & (2 
= p nr 5 : ner ne ns MEN 
æ = pcosa— % sin, y = psina+  cosa, 
ds=pdi+d À, 

R= pe ee 
= —sina: Æ, = cosa: D. 


17. Si l’on considère deux courbes de grandeur et de forme con- 
stantes, tournant autour de points fixes O et O’situés dans leur plan 
et invariablement liés à ces courbes, si de plus ces courbes sont 
. constamment tangentes, de telle sorte que, M désignant le point de 
contact actuel, N et N'les points de contact à un autre instant, on 
ait toujours arc MN — arc MN, on dira que les courbes sont syntré- 
pentes; une courbe qui a pour syntrépente une courbe égale est dite 
isotrépente. Soit OO'— k; prouver que l’équation des isotrépentes en 
coordonnées polaires est 

dr r 


dé FC Er 
F désignant une fonction symétrique de r et Æ —r. 


(Miquez, Journal de Liouville, t. I, 1° série.) 


18. Le lieu des sommets des angles constants circonscrits à une 
épicycloïde est une épitrochoïde. 


19. Si des rayons lumineux parallèles viennent se réfléchir sur une 
circonférence, l’enveloppe des rayons réfléchis sera une épicycloïde. 


(LHoriTAL, Analyse des infiniment petits.) 


20. L’enveloppe des rayons lumineux émanés d’un point fixe et 
réfractés par une courbe plane G située dans un même plan avec le 
point lumineux est la développée de l’enveloppe de cercles ayant leurs 
centres sur la courbe G. Soient M le centre de l’un d’eux, L le point 


lumineux, n l’indice de réfraction : son rayon sera 
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21. Par un point fixe on mène des raÿons vecteurs égaux et paral- 
lèles aux rayons de courbure d’une courbe fixe C; le lieu des extrémités 
de ce rayon est une courbe C!' dont on demande l'expression du rayon 


de courbure, en fonction du rayon de courbure et de l'arc de la 
courbe proposée C. 


22. Le limaçon de Pascal a pour équation polaire 
Tr —=a@a(i1— cosô): 
cest donc une conchoïde de cercle. Sa développée et sa dévelop- 


pante sont des limaçons de dimensions linéaires trois fois plus petites 


et trois fois plus grandes : la construction du rayon de courbure est 
fort simple. 


23. Un cercle est rencontré par une courbe C de degré m en des 
points 1 G, ...; On mène les normales à la courbe C en ces points, 
elles rencontrent une transversale passant par le centre du cercle 
aux points Pi, Pa, .... Prouver que 


I i 
—— + —— 
PAPA Pal, ds pa 


déduire de là un moyen de construire le rayon de courbure d’une 
courbe algébrique. 


SO 


4 (LIOUVILLE, Journal de Mathématiques, t. IX, r"° série.) 
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CHAPITRE IL 


ÉTUDE DES POINTS SINGULIERS. 


I. — But et utilité de la théorie des points singuliers. 


Les théories que nous avons exposées dans les Chapitres 
précédents ne s'appliquent pas aux points des courbes que 
nous avons appelés singuliers. 

Ces points sont ceux où l’ordonnée y d’une courbe, consi- 
‘dérée comme fonction de son abscisse, n’est pas développable 
par la formule de Taylor. Ils sont donc caractérisés par ce 
fait que y ou l’une de ses dérivées cesse d’être finie ou con- 
tinue. 

Toutefois nous ne considérerons pas comme nécessairement 
singuliers : 1° les points situés à l'infini dans des circonstances 
qui seront mentionnées plus loin; 2° ceux où l’on aurait 


d : ; ; 
+ — w , si cette circonstance disparait par une transforma- 


tion de coordonnées. | 

Dans cet ordre d'idées, les points d’inflexion où une droite 
a avec la courbe un contact du second ordre ne sont pas 
singuliers, pas plus que les sommets où la courbe a avec un 
cercle un contact du troisième ordre. 

Cependant nous verrons que, par rapport aux coordonnées 
tangentielles, les points d’inflexion jouent le rôle que les 
tangentes aux points de rebroussements jouent par rapport 
aux coordonnées cartésiennes, et, à ce point de vue, on les 
range parmi les singularités des courbes planes. | 

Nous ferons, dans ce Chapitre, une étude détaillée des points 
singuliers, d’abord parce qu’il convient de revenir sur les rai- 


Û 
k 
€ 
. 


CR me, à”: 
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sonnements faits, en excluant systématiquement ces points, 
et ensuite parce que les courbes douées de points singuliers 
Jouissent de propriétés remarquables qui en simphifient la 
théorie, contrairement à ce que l’on pourrait croire au pre- 


mier abord. 


IT. — Digression sur une question d’Algèbre (solution de M. Minding). 


Nous allons nous proposer de résoudre la question sul- 
vante, indispensable pour faire une bonne théorie des points 
singuliers : 


Etant donnée une équation entre deux variables 


(1) J(æ, J)=0; 


dans laquelle f est une fonction entière ou, plus générale- 
ment, une fonction développable suivant les puissances 
entières de x et y, déterminer les ordres des racines “a 
de cette équation par rapport à x, quand on y suppose x 
et y infiniment petits (bien entendu, on suppose que, pour 
æ = 0, y est nul; ou, si l’on veut, f ne contientpas de terme 
indépendant de x et y). | 


On peut mettre l'équation (1) sous la forme 
Xo 70 + Xi y + Xo Ya +. + X;ymi+.,,= 0, 


X6, X4, ... désignant des polynômes en x (ou des séries 
ordonnées suivant les puissances ascendantes de æ) dans les- 
quels nous supposerons que les puissances de æ les moins 
élevées sont respectivement æ', æ'4, ..., æi, ...5; NOUS sup- 
poserons d’ailleurs 


HO ENT SENTE RE DS NS EME ENT à 
Posons y — ax‘; nous aurons, en supposant à fini, 


(2) Xoumomms LE Xiamimmus +, 2 XaM mis LE, ,,— 0 
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ou encore 


# )s A 
(3) amo + x. aa GUN MOIS LE, + x. ami gÜmi-mMos L,,,—= 0; 
0 0 


les ordres infinitésimaux des divers termes de cette formule 
sont respectivement 


O0, 7 — No + S(Mi — Mo), ) il +S(Mi— Mo), +. 
ou bien 
; To — 711 
|° Cramo)[s TE |, ….) 
Mi — MN, 
(4) 


CR Ne 


fins 
Soit o la plus grande des quantités 


No — li No — 7/2 No — 7; 
.. 7 9 “10.0 , 


2 2 
M — M : M—Mo Mi — Mo 


plusieurs d’entre elles pouvant être égales d’ailleurs : la suite 
aura tous ses termes positifs ou nuls si l’on prend s = 6. Soitz 
le rang du dernier terme nul; si dans (3) on suppose x = 0, 
on aura une équation de la forme 


(59 ao +... + Ga = 0. 


Cette équation fait connaitre les valeurs finies de « et, par 
suite, les racines de (1) d'ordre 5; et même la limite du rap- 


port _. Le nombre des racines de cette équation (5), différentes 


de o, est m;— m,; c’est aussi le nombre des racines de (1), 


qui sont d’ordre 
No — 7; 
M; — Mo 


On voit enfin que (1) a mn, racines d’ordre supérieur à ç. 
Pour trouver les ordres des racines d’ordre supérieur à 6, 
divisons les deux membres de (2) par X;x”i$; nous aurons 


Xo X; 
(6) do x: aiMo—mis D, HaMiL, + am; x. atmj-mis EL, ,.,=0. 
G : "PP 
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Les ordres des termes de cette équation sont 
N0, Ai + S(Mo—Mx;), ..., O0, ..., Nj—Ni+S(Mj—mi), ... 


ou 


(7) 


TE 7}; 
ar dans lesquelles 


Soit 5’ la plus grande des quantités 
ME My 


k=>> 1, et soit 
nn — nn; 
oc — SERA 
Mj— Mi 


si l’on fait s — 5’, tous les termes de la suite (7) qui suivent o 
sont nuls ou positifs; je dis qu'il en est de même de ceux qui 
précèdent, il suffit pour cela de prouver que, si k<1<7, 
on à 


nr Ni — n'; 
My — M; IEC TTL; 


Or on a, d’après la définition de & 
; P ; 


NE Ti No NX 


Mi — M My — Mo 


ou, appelant e une quantité positive, 


Ro — Ai No — y + È Ni — Nr LE. 


Te FA 2 


M; — Mo My — Mo My — Mi 


donc, comme mx<T mi, 


No — 7j Ni Nx 
(a) 7 
M; — M, My — Mi 
mn 4 No — 7; | 
mais ——2, ou 5’, est plus grand que +; et l’on peut | 
M j— Mi Mj— Mo 
poser 


No— Ni  No—nj+Ee | 


Mi — Mo mi — Mo 
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d’où l’on tire 
ROSE ENTRE 


M; — M M; — M; 
et, comme m;— m,; est positif, 


No — Ni Ni—nj. 
Mi — Mo Mj— Mi 


de cette formule et de (a) on déduit l'inégalité qu'il fallait 


établir. 
Faisant donc s = 5, puis æ — o, la formule (6) devient 


ami +... + Gari = 0; 


il y a donc m; racines d’ordre supérieur à c/ et mj— m;racines 
d'ordre égal à 6’, 

S1 l’on divise alors tous les termes de (1) ou(2) par X;x°#;, 
en raisonnant comme nous venons de le faire, on aura les ra- 
cines d'ordre mx— m;, k désignant un nombre facile à déter- 


miner comme £ et 7, et ainsi de suite. 


III. — Méthode de Newton. 


La méthode de Newton est l'interprétation géométrique 
de la méthode de Minding. Écrivons l'équation (1) sous la 
forme 

ZA riyIEet; 
appelons y l’ordre de y et considérons le groupe de termes 
de l’ordre le moins élevé; il devra contenir au moins deux 
termes 
Axiyi, Bzækyl; 
ces deux termes étant de même degré ,on a 


(p) t+uJ=k+ul—=0d 


ou 
t—k 


L— 7; 
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ce qui prouve que k est commensurable. Ceci posé, considé- 
rons : et 7 comme les coordonnées d’un point et marquons 
tous les points £, j; à tous les termes de même degré corres- 
pondent des points en ligne droite en vertu de (p), et l’équa- 
tion de cette droite, pour un degré à, est 


X+uY = à. 


Quand à croit, la droite, pour une même valeur de 1, s'éloigne 
de l’origine ; donc la droite qui contiendra les points 7, 7 cor- 
respondant au degré minimum ne devra laisser aucun point 
marqué du côté de l’origine des coordonnées. 

Donc, si l’on forme une ligne polygonale convexe, passant 
par des points marqués, dont les côtés laissent du côté opposé 
à l’origine des coordonnées tous les points marqués par les- 
quels ils ne passent pas, les côtés de cette ligne polygonale 
détermineront les points répondant à la question. Par exemple, 
soit À un côté de la ligne en question : supposons qu'il con- 
tienne les points (4,7), (x, 7"), (4, j"); on posera 


+] = Ù, l+u] =0; 


ces deux formules déterminent u et d, c’est-à-dire le degré de 
y relativement à x et le degré total des termes que l’on peut 
grouper de manière à obtenir des termes de (1) de degré mi- 
mmum, (7, 7), (2, J'), ... feront connaître les termes eux- 
mêmes. 

IL faut remarquer que, parmi les points (4, 7), il y en aura 
nécessairement un sur l’axe des x et un sur l’axe des y, si 
équation (1) est irréductible. En effet, cette équation, ne con- 
tenant pas de terme indépendant de x et y, ne saurait avoir 


tous ses termes divisibles par + ou par y; il y aura donc néces- 


sairement un terme indépendant de + et un terme indépen- 
dant de y; en d’autres termes, il existera un exposant à nul, 
ainsi qu’un exposant 7 nul, ce qui fournira bien un point à 
marquer sur chaque axe de coordonnées. 

Ni la méthode de Minding ni celle de Newton, comme 
l’on voit, ne permettront de déterminer les ordres des racines 


194 CHAPITRE III. 


au moyen d’une formule générale. Chaque Cas particulier 
exigera une discussion spéciale. 


IV. — Caractères des points singuliers dans les courbes algébriques. 


La discussion que nous allons entreprendre est due à Sturm ; 
elle a été perfectionnée par Briot. Elle a été faite surtout 
-en vue des courbes algébriques, maïs elle s’appliquerait à 
toute courbe dont le premier membre pourrait être déve- 
loppé par la formule de Taylor. 

Soit 


(1) f(x, y)= 0 


l'équation d’une courbe que nous supposerons algébrique (ou 
telle que son premier membre soit développable par la formule 
de Taylor); soit, pour abréger, 


of of of 
Tibet VÉESS fu= 55? a = GE 


si nous éprouvons le besoin de rendre cette équation homo- 
gène en introduisant la variable z, nous poserons en outre 


0? 


Ceci posé, nous allons prouver que : 


St f1 et f2 sont différents de zéro en un point (x, y), ce 
point ne saurait êlre singulier, mais il pourra présenter 
une inflexion. 


En effet, donnons à x et y les accroissements & et r; 
l'équation (1) deviendra 


f(x +, y +r)=0, 
ou bien, en observant que f(x, y) est nul, 


(2) fi +nfi +2 (fut + 2fên Me 
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On peut regarder le point (x, y) comme origine de nouvelles 
coordonnées Ë, n. Nous allons chercher comment la courbe 
coupe deux parallèles AB, A’B’ menées à la distance € de l’axe 


12220: 


«| 


des y. À cet effet, puisque /, et f ne sont pas tous deux nuls, 
supposons /: = 0 et posons 


TT fi = 4%, 4: — €. 
| 2 £ 
La formule (2) pourra s’écrire 
+) a—ax+€P —0, 


P désignant une fonction de Ë et de à, finie pour $—o et 
pour des valeurs finies de &. Si l’on suppose € très petit, en 
vertu de cette formule (3), « converge vers «, le coefficient 


angulaire & — 1 de la sécante OM issue de l’origine O con- 


ë 


verge vers le coefficient &« — De de la tangente. 


2 


4 


Si l’on prend la dérivée de l'équation (3), on a 


En 0 ENS 
és da — 


Quand E est très petit, cette équation ne saurait avoir lieu, 
oP 
la dérivée 1 5: Es 5; conservant alors toujours le même signe ; 


le premier LR de (3)nes ‘annule qu’une fois : l’équa- 
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on (1) a donc la seule racine & — x finie, et la courbe ne 
rencontre AB qu’en un seul point. Elle la rencontre d'ailleurs, 
car pour & — à le premier membre de (3) a le signe de P, et, 
en faisant «a — a + hou a — «x — h, ce premier membre sera, 
pour de petites valeurs de Ë, positif ou négatif; si, pour fixer 
les idées, P est positif, la racine de (3) sera comprise entre & 
et a — het par suite la courbe coupera AB au-dessous de OT : 
elle la couperait au-dessus dans le cas contraire. Une discussion 
toute semblable fournirait des résultats analogues relativement 
à la parallèle A'B' correspondant aux valeurs négatives de Ë. 

J’ai dit que, pour a = «, le PRESS membre de (3) avait 
le signe de P; cela est vrai quand P n’est pas nul PONT AE; 
mais on peut toujours supposer PZ o pour &—%, sans quoi 
toute l'équation serait divisible par & — «; l'équation (1) serait 
divisible par £f, + n fa et ce facteur pourrait être supprimé : 
une droite ferait partie intégrante de la courbe que l’on dis- 
cute. Suivant les cas, le point O pourra être un point ordinaire 
ou un point d'inflexion; ce sera un point d’inflexion si la 
courbe coupe AB et A/B/ de part et d’autre de la tangente AT. 
Ce dernier cas se présentera si P change de signe avec Ë, ce 
qui exige qu'il contienne Ë en facteur. Alors, en effet, 
supposant par exemple P => 0, pour 6 > o, la courbe coupera 
AB au-dessous de AT, et, pour £ 0, P étant  o, la courbe 
coupera A’B der de AT. 

Ainsi le point O n'est pas un point singulier, puisque y 


É 2 . , Ê . d 
est bien déterminé, ainsi que … = — 7 et par suite que 
À 2 
du”? ‘‘? Mais ce point peut être un point d’inflexion ; donc : 


Pour qu’un point soit singulier, il faut que l’on ait en 
ce point 


En coordonnées homogènes, l’ équation JE 0 peut se mettre 
sous la forme 
Tfi+Yf2 + 2zfs =0; 


il en résulte qu’en un point singulier on a aussi f; — 0. Ainsi : 
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En coordonnées homogènes, la condition pour que le 
point (x, y, 3) soit singulier est 
PRO Te 07 a — 0: 


C’est aussi la condition, en coordonnées trilinéaires, pour 
que l’on ait en æ, y, 3 un point singulier, ce dont on peut se 
convaincre aisément en posant 


æ—=#tcosa+nsina—p, y—=Etcos8 +nsinf —g, 


Z—ECOSY+nsiny— 7, 


D'ART 
CN MEET 


et en observant que les équations f/— 0, 


MRINENt /iE O0, Ja — 0, /3 — 0. 


V. — Remarques. 


Reprenons l'équation (2) du paragraphe précédent, 


(2) t E fit nfo + 2 (Jai Ë2 + 2 fo En + fa2n?) +...—=0. 


 L'équation € f, + nf: = 0 est celle de la tangente; on peut 


le vérifier en observant que cette droite coupe la courbe en 
deux points confondus à l’origine E—0o,n — 0. Cette tangente 
partage le plan en deux régions R, et R;; dans la première 
Ef,+ nf: est positif, dans la seconde il est négatif. 

En général, dans (2), les termes du second ordre, en E, n; 
donnent leur signe à toute la partie du second membre qui 
suit les termes du permier ordre (à moins que les termes du 
second ordre soient nuls en même temps que ceux du pre- 
mier); pour un point de la courbe, Efi+ nf: est de signe 
contraire aux termes du second ordre. Ces termes du second 
ordre ne changeant pas de signe, ceux du premier ne changent 
pas de signe non plus ; donc, dans le voisinage du point (x, y), 
la courbe reste dans une même région R, ou Ro, c’est-à-dire 
dans un même côté de la tangente. 

Ce raisonnement tombe en défaut quand les termes du 
second ordre peuvent s’annuler avec ceux du premier, c’est- 
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à-dire quand 6/,+ n.f2 divise les termes du second ordre. 

Supposons que Ë f, + nf: divise les termes d'ordre 2,3,...,t 
sans diviser ceux d'ordre + 1; si l’on pose, pour abréger, 
Efi+ nf = T,on pourra mettre l’équation (2) sous la forme 


T(i1+Q)—+ 


Plaçons-nous sur un point de la courbe, T(1 + @) aura le 
signe de T, les termes suivants auront le signe du seul terme 
écrit, T sera de signe contraire à ce terme. Si ce terme est 
d'ordre pair, T, pour un point de la courbe, conservera son 
signe ; la courbe est alors, dans le voisinage du point (x, y), 
dans la même région R, ou R,. Si, au contraire, le terme 
considéré est d'ordre impair, T changera de signe avecn et Ë; 
la courbe traversera la tangente et passera de la région R, à 
Ja région R,:ilyaurauneinflexion. D'ailleurs la tangente T = 0 
a avec la courbe un contact d’ordre #, puisqu’en coupant la 
courbe par T — o on trouve & — 1 points d’intersection con- 
fondus en +, y. 

Ainsi, en appelant 1+1 l’ordre du premier émanant 
de f qui ne l’annule pas avec l’émanant Ëf, +nf>, la 
courbe a avec sa tangente en x, y un contact d’ordre à, et 
par suite une inflexion sit + 1 est impair, pas d’inflexion 
(pour l'œil) si i+ 1 est pair. 


VI. — Points singuliers ordinaires. 


Conservons les notations du paragraphe précédent. Pour 
que la courbe 


(x) f(æ, y)=0 
présente une singularité en +, y, il faut que 


(2) fi=0, fr. 


Voyons maintenant si cette condition est suffisante. En don- 
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nant toujours à æ et y Les accroissements £,n, on a, en tenant 
compte de (1)et (2), 


S(fu1Ë2+ 2 fi ên D lea lee 0; 


l'équation doit nécessairement présenter un terme indépen- 
dant de £ ou n, sans quoi elle serait divisible par une de ces 
variables et l’équation (1) ne serait pas irréductible. Nous 


220; divisant alors par +62, nous aurons 


(3) Ju + 24 f19 + &2fo2 + EQ = 0, 


Q désignant un polynôme qui reste fini pour £ — 0, tant que a 


supposerons que 


n’est pas infini. Nous distinguerons trois cas : 
1° Jar +24 f1o + a? f2 est décomposable en facteurs dis- 
üncts réels : f22(a — x){a — B); (3) s'écrit alors 


(4) faata—a)(a—8)+EQ —o. 


On peut supposer f2 positif; traçons les droites OT et OS 
(fig. 30) ayant pour coefficients angulaires « et $. On peut 


œ 


AA 


> 
"| 


Peche co 


a 


| 
| 
| 
| 
Û 


supposer Q différent de zéro pour a = « ou a = f, sans quoi 
f—= 0 ne serait pas une équation irréductible. Supposons, 
par exemple, « > $ et Q positif pour a — à. En faisant a = à 
et a — à — h, le premier membre de (4) prend des signes con- 
traires, si 6 est suffisamment petit. L’équation (4) a donc une 
racine @ voisine de #, y a une valeur AM voisine de aë — AT 
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et la courbe coupe AB dans le voisinage du point T (ici au- 
dessous du point T). On verrait de même que la courbe coupe 
AB dans le voisinage du point S. D'ailleurs, il n’y a pas d’autre 
point voisin de O sur la courbe et sur AB, car la dérivée du 
premier membre de (4) ou (3) se réduit à 


2Q 


2 f12 + 24 f29 + Ë Où 


et ne s’annule qu’une fois pour des valeurs finies de a, 
quand Ë est très petit. On verrait de même que la courbe 
coupe AB en deux points voisins du point O; il serait d’ail- 
leurs facile de dire si ces points sont au-dessus ou au-dessous 
de OS et de OT, qui, étant des limites de sécantes, sont évi- 
demment des tangentes. Le point O est donc singulier et 
deux branches de courbe viennent s’y croiser: c’est un point 
double ou nœud simple. 

29 S1 fra + 24 fie + a? frs n’est pas décomposable en fac- 
teurs réels, l’équation (3) conserve le signe de ce trinôme 
(qui ne s’annule jamais) pour de petites valeurs de 6; 1l n’y 
a donc pas de points de la courbe dans le voisinage du point 
O qui est alors un point ésolé ou conjugué. 

3° S1 fra + 24/19 + à? frs est un carré parfait, alors 


fia—fufn=0, 
et (3) peut s’écrire | 
(5) fax(a— ax} + EéQ = o. 


Traçons la droite OT qui a pour coefficient angulaire à; & 
tend vers « pour ê — o; cette droite OT est donc une tangente. 
Si l’on fait a — », pour £ >> o le premier membre de (5) a le 
signe de Q ; pour d’autres valeurs de a, ilest positif; si done Q 
est positif, 1l n’y a pas de rencontre de la courbe avec AB, mais 
certainement il y a alors rencontre avec A/B/; car, pour a = 0, 
le premier membre de (5) est négatif et, pour d’autres valeurs 
de &,1l est positif; on peut donc dire qu’il y a au moins deux 
rencontres, l’une au-dessus, l’autre au-dessous de la tangente, 
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sur À’B/, et qu'il n’y en a que deux, si l’on observe que la 
’ L 2 LL 0 
dérivée du premier membre de (5) est 2 fax (4 — a) + È , 

(4, 


et ne s’annule qu’une fois pour de petites valeurs de E, 
Nous avons supposé Q positif pour & — « : on serait arrivé 


_ à des résultats analogues en le Supposant négatif. Mais, quand 


Q peut changer de signe avec E, il faut modifier notre raison- 


nement : on fait alors 


et (5) devient 
(6) Jra(a— a} HAE + BEL, — 0. 


Supposons seulement À — 0, pour &— x: alors le premier 
membre de (6) a le signe de B; si donc B est négatif, comme 
pour aZu, ce premier membre a le signe +, la courbe ren- 
contre AB et AB’ chacune en deux points; la courbe se com- 
pose en O de deux branches tangentes entre elles. Si B est 
positif, on ne peut plus rien affirmer, et il convient de modi- 
fier la théorie ; posons alors 


a—a+u'é, 
la formule (6) deviendra 


CA AG EX +... )E4 (Bo Bite. JE. Lo 


L. — Traité d’Analyse, 11. Il 
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APNBS re désipnanl les valeurs de À, B, ... pour a—%; 
cette équation peut s’écrire, en divisant par £2 et en observant 


que À5— 0. 
r A! 
(7) fat Aya+ Bot E (52 + Bja+...)+..=0 


Si le trinôme en 4! indépendant de E est toujours positif, «/ 
‘est imaginaire et O est un point isolé; si ce trinôme peut s’an- 
nuler, a prend deux valeurs réelles à 7 ahéteLitet Q'E, et la 
courbe se compose de deux branches situées de part et d'autre 
ou du même côté de la tangente commune, suivant que o et P 
sont de signes contraires ou de même signe. 

Si Je trinôme en « a ses racines égales, l'équation (7) a 
deux racines égales : si le coefficient de £ est positif quand 
E est négatif, a a alors deux valeurs de la forme 


a (a Pet ete (RE c2)E, 


e, ete, étant très petits par rapport à a/; la courbe se présente 
donc sous la forme de deux branches situées d’un même côté 
de la tangente commune, et ilest clair qu’elle ne coupe qu'une 
des parallèles AB, A!B': le point O est alors un rebroussement 
de seconde espèce. Ces conclusions sont. en défaut quand 
A! 
2, 
on devrait d’ailleurs continuer la discussion. 


+ B'ax+..., coefficient de £, est nul; on voit comment 


En résumé, si fais Jaor J22 ne sont pas nuls à la fois, la 
courbe a en æ, y un point singulier; ce point est alors dit 
point singulier ordinaire. | 

Si frifos — fian est pas nul, deux branches de courbe, 
réelles ou imaginaires, se coupent en O et l’on a un point 
double réel ou imaginaire; si frfas — Jia est nul, on dit 
que l’on a un rebroussement : les deux branches de courbe 
passant en 7, y sont tangentes. 
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VII. — Points singuliers extraordinaires. 


Conservons toujours les mêmes notations que dans les pa- 
ragraphes précédents. Si fi, fios foo sont nuls en même 
temps que /;, f:, f, le point (x, y) est encore un point sin- 
gulier, comme nous allons le voir; on dit alors, pour des 
raisons que l’on comprendra plus loin, que le point singulier 
est extraordinaire. Pour discuter ce cas dans toute sa géné- 
ralté, nous supposerons qu'ayant mis l’équation de la courbe 
sous la forme f(x + £, y + = OoNon là développe par rap- 
port aux puissances de Ë et n. On obtiendra un résultat de la 
forme 


Q) DA Ein = 0; 


n aura alors diverses valeurs infiniment petites de divers 
ordres par rapport à £. On déterminera les ordres de ces 
diverses racines comme il a été expliqué (p. 149 et 102) 


LA 7. 4 x La = e e 4 
ayant adopté un ordre - pour n, on décomposera le premier 


membre de (1) en groupes de termes de même ordre, et l’on fera 
Êt= AE uV, n = au, de 


L’équation (1), en divisant par une puissance convenable 
de uw, prendra alors la forme 


(2) v(a)+uy(a)+ u?%(a)+...= 0, 


w(a), y(a), (a) désignant des fonctions entières. Si l’on 
suppose & el par suite w très petits, l'équation (2) ou (1) de 
la courbe devient sensiblement o(a) — 0. Si &, est une ra- 
cine réelle simple de w(&)— 0, le premier membre de “)) 
change de signe quand on remplace & par as + h et do — h, 
- pourvu que É et par suite w soient assez petits. À cette racine 
correspond une branche de courbe et une seule, car la dé- 
rivée du premier membre de (2) est o(a)+u Y'(a} +... 
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et a le signe de w/(a), qui par hypothèse n’est pas nul; cette 
dérivée ne changeant pas de signe de 4j — ha as Penbne 
peut y avoir qu'une racine de (2) dans cet intervalle [ cette 
branche coupe d’ailleurs AB et A'B', si y(a) n'est pas nul |. 

Si &, est une racine multiple de o(a) = 0, d'ordre de mul- 
tiplicité p par exemple, (2) prendra la forme 


(a— a}? V(a)+u (a) + u? V(a)+...—0. 


La discussion n’offrira pas de difficulté si y (&o) est différent 
de zéro; mais, si y (&o) — 0, On posera 


a =@&+ud', 


et l'on procédera comme on l'a indiqué pour la discussion 
d'un point ordinaire. | 

À un point de vue purement analytique, quand les dérivées 
du premier ordre de f sont nulles, le point (æ, y)estun point 
double, et les tangentes au point double ont pour équation 


€ fra + 2nË fra + n°22 = 0, 
ou, avec les axes primitifs, 
(X— 2) fat 2(X — 2) y) fie PORN 
En général, soit p l’ordre de la première différenuelle de f 


qui ne s’annule pas. On aura symboliquement 


fe + yen) se 2 (VIENS 
e désignant un infiniment petit de l'ordre (p +1); les points 
(x+EË), (y + n) étant sur la courbe, on aura 
(Efi+nfi)P He 0: 


- . & 
Divisons par 67, nous aurons 


(p) 
(a+ 2h) +e =0, 
ñ 
a, 


6 


e! s'annulant avec E; si l’on appelle a la limite du rapport 
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c’est-à-dire du coefficient angulaire de la droite joignant le 
point (x, y) au point (z +E), (y + n), On aura 


(P) (fi + afa)(P) = 0. 


Cette équation montre que la courbe a p tangentes au point 
(æ, y) et que leurs coefficients angulaires & sont donnés par 
la formule (P). L'équation des tangentes elles-mêmes sera 


donc 
[XX — 2) + —7)f1P = 0 


et, en coordonnées homogènes, 
RÉ A CE 7 EE. 


Elles sont au nombre de p, réelles ou imaginaires, et l’on dit 
que le point (x, y) est multiple d’ordre p. Le nœud peut 
n'être pas apparent: c’est ce qui arriverait, par exemple, si 
deux branches de courbe imaginaires se croisaient en un 
point. M d’une branche réelle: mais, analytiquement, le 
point présentera les caractères d’un point singulier. Ainsi, en 
général, st un point (x, 3) est multiple d'ordre p, toutes les 
dérivées de f, jusqu’à l’ordre P — 1 inclusivement, sont 
nulles en ce point, et réciproquement d’ailleurs. 

Cette condition se traduit en coordonnées homogènes en 
disant qu'en un point multiple d'ordre P;, toutes les déri- 
vées d'ordre p — 1 du premier membre de l’équation de la 
courbe, relatives à x, y, z, sont nulles. 

En effet : 

1° Si l’on a 


He 0, fa=0, Te 


la dernière équation peut s’écrire 


vfi+yfa+afs= [e) 


et, en vertu des deux premières, elle devient /, — 0. 
SNS: l'on a 


HE O, = 0, 0) HAT 0) Jia= 0, f22 = 0, 
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Ti 9: fa = 0; fa—10$ 


ces équations peuvent s’écrire 


D fai +Y 5 Zi = 0, 
T o1—+ 7 as + fs = 
D fs1 + Y fs + Zfss = 0; 


[ 
© 


et, en vertu de 11 — 0, f12 = 0, [22 = 0, elles deviennent 


Ji3 = 0; fes —10; f33 = 0, 


et ainsi de suite. 
Ce sont aussi les conditions pour qu’ une courbe 


ACTE Zz)=0 


donnée en coordonnées trilinéaires ait au point (æ, y; &) 
un point multiple d’ordre p. 

En effet, les coordonnées trilinéaires d'un point (x, y, s) 
sont liées aux coordonnées rectangulaires homogènes En C 
au moyen d'équations telles que 


x=at+bn+cé, 
Pi QE EUR EI 
= a'E + bn + c'Ë, 


ù 


dont le déterminant n’est pas nul; on peut donc aussi expri- 
mer £, n, Ç en fonctions linéaires et homogènes de æ, y, 3 
Les formules relatives au changement de variable permettent 
de calculer les dérivées d’ordre p — 1 de f relatives à 2, Y,23 
en fonction des dérivées de f relatives à &, n, &, et cela sous 
forme homogène et linéaire, et vice versa. Done, si les déri- 
vées d'ordre p — 1 relatives à æ, y, 4 sont nulles, celles qui 
sont relatives à Ë, n, Ç le sont aussi, et vice versa. 
L'expression symbolique 


(Xfi+ Y fo + Zfs)P) 


est un covariant; par une substitution, telle que (1), elle se 
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trouve multiphiée par le déterminant de la substitution élevé 
à une puissance convenable; on peut en conclure que 


(X fa + Y fo + Zf3)P) — O 


est, en coordonnées trilinéaires, l'équation de l’ensemble des 
‘tangentes menées à la courbe f — o au point(x, y, z)singulier 


d'ordre p. 


VIIT. — Remarques. 


Soit (.f, + fon)?T9 le premier émanant de f qui ne s’an- 
nule pas; il est facile de voir que 


(AE + an)? 0 


est l'équation des tangentes au nœud et de trouver l’ordre de 
leur contact avec la courbe. En effet, l’équation de la courbe 


est 
(16 +fan)P#V +e—o, 


e désignant des termes d’ordre supérieur à p + 1. Si l’on 
prend des coordonnées polaires et si l’on pose 


br cost, n =rsin0, 


l'équation de la courbe devient, après la suppression du fac- 


teur rPr1, 
(fi cos0 + f, sin 0 )?+0 < rw = 0, 


w désignant une quantité finie pour 7 — 0. On voit que la 
droite qui fait l’angle ( quelconque avec l’axe des æ coupe la 
courbe en p + 1 points confondus fixes et en d’autres points 
variables ; quand 0 tend vers une valeur qui annule 


(fi cos0 + fo sin0 )?+1), 


une autre valeur de 7 au moins tend vers zéro : le rayon r 
correspondant devient donc tangent à la courbe; l’ordre de 
son contact dépendra du nombre des termes qui s’annuleront 
pour (/, cos® + f, sin0)(?+9 — 0, c’est-à-dire du nombre des 
points d’intersection variables de la sécante qui devient tan- 
gente. 
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Pour savoir de quel côté la courbe est placée dans le voisi- 
nage du nœud par rapport à ses tangentes, on peut suivre le 
procédé que voici, plus simple que celui que nous venons 
d'exposer, mais qui a sur lui l'inconvénient de n'être pas 
toujours applicable. Supposons toujours que le premier éma- 
nant de f, qui ne s’annule pas identiquement, soit 


(16+/2n)P+9; 


soit T un de ses facteurs linéaires réels ; mettant ce facteur en 
évidence dans tous les émanants, on résoudra l'équation de 
la courbe par rapport à ce facteur, et l’on aura 


T—Q—0o. 


On partagera le plan en deux régions R, et R, : dans l’une 
P S P $ 1 2 - 
T sera positif; dans l’autre, il sera négatif. Si Q a touiours le 
P Ù ) S 

même signe, 1l n’y aura de points de la courbe que dans l’une 
des régions R,, R:. Si Q peut changer de signe, il y aura des 
points de la courbe dans les deux régions. 

I ne s’agit, bien entendu, que des points infiniment voisins 


du point (x, y). 


IX. — Théorie des asymptotes. 


On sait que l’on appelle asymptote d'une branche infinie 
d’une courbe une autre courbe dont celle-ci s'approche indé- 
finiment, de manière que la différence des ordonnées de ces 
courbes ait pour limite zéro ou, plus exactement, de manière 
que la distance d’un point de l’une de ces courbes à l’autre 
tende vers zéro. Nous ne nous occuperons ici que de la 
recherche des asymptotes rectilignes. 

On sait que les coefficients angulaires c des asymptotes sont 


donnés par la formule € — lim D et que leurs ordonnées à 


l'origine { sont données par la formule {— lim(y — cx); les 
asymptotes parallèles à l’axe des y ont d’ailleurs pour abscisses 
les valeurs finies de x qui rendent y infini. 


ÿ 
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Occupons-nous d’abord de la recherche des asymptotes 
parallèles à l’axe des y d’une courbe algébrique; à cet effet, 
ordonnons l'équation de la courbe par rapport aux puissances 
décroissantes de y; nous aurons 


(1) Xo7" + Xiyml + Xoym2+, XX = Oo, 
X6, X1, -.. désignant des polynômes entiers en x; en divi- 
sant par }”*,ona 


I 
XP = 0 


(2) Xo+ Xi FL RE ere 


si l’on suppose y — « , cette équation se réduit à X, — 0, et 
les valeurs finies de x qui rendent y infini sont racines de 
l'équation X,—o. Ainsi, au point de vue algébrique, la 
question est résolue ; au point de vue géométrique, il convient 
d'examiner de quelle façon la courbe est placée par rapport 
à son asymptote. 

1° Supposons que, pour la valeur & qui annule X,, on ait 
X,20; alors on peut mettre l'équation (2) sous la forme 


T I T 
Xo + — (X;1 + 6) =0; 
# 
e désignant une quantité que l’on pourra supposer moindre 


que X, en valeur absolue. On en tire 


2: Xi+E. 
V4 Xe 


alors la courbe proposée aura ses branches disposées, par 
rapport à l’asymptote, comme celles de la courbe 


. 
ol 


ARE RE à 


On voit que, si & est racine simple de X, — 0, la courbe aura 
deux branches situées de part et d’autre de l’asymptote; si, 
au contraire, a est racine double ou d’ordre de multiplicité 
pair, deux branches seront asymptotes d’un même côté. 
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2° Supposons que pour x = aon aitnon seul ms 0, 
mais encore X; — 0, on peut faire 


l'équation de la courbe se transforme alors en une autre 
entièreen Ë et n. On peut considérer Ë£ et n comme des coor- 
données courantes : la nouvelle équation pourra alors être con- 
sidérée comme celle d’une courbe c' qui passera par l’origine ; 
on discutera la forme de cette courbe en appliquant les prin- 
cipes développés aux paragraphes précédents, elle pourra 
présenter une singularité, et de sa forme on déduira celle de 
la courbe proposée c en remarquant que l’ordonnée de cette 
dernière est l’inverse de l’ordonnée de la première corres- 
 pondante à la même abscisse. Cette méthode s'applique, bien 
entendu, également au cas où X, ne serait pas nul en même 
temps que X5. | 

Supposons, par exemple, que la courbe c' présente une 
branche unique traversant l’axe des x, la courbe proposée c 
présentera deux branches infinies asymptotes à l'axe des n ou 
à la droite + — a, situées l’une au-dessus, l’autre au-dessous 
de l'axe des æ. Si la courbe c’ présente une branche unique 
tangente à l’axe des x, la: courbe c présentera deux bran- 
ches infinies asymptotes à la droite x = a, situées du même 
côté de l’axe des x que la branche de la courbe c”’. 

Si la courbe c' présente un nœud simple, chaque branche 
du nœud donnera lieu à deux branches asymptotes à la droite 

— & appartenant à la courbe c. Un rebroussement donnera 
lieu ordinairement à deux branches infinies de €, asymptotes 
d’un même côté de la droite x — a, etc. 

D'ailleurs nous allons exposer une méthode générale pour 
la recherche des asymptotes des courbes algébriques ; cette 
méthode semble ne pas s'appliquer à la recherche des asym- 
ptotes parallèles à à l’axe des y, mais avec un peu d’attention on 
verra sans peine qu'elle est tout à fait générale. 
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X. — Cas général. 


Décomposons l’équation de la courbe en groupes homo- 
gènes, nous aurons un résultat de la forme 
(1) PT, Y)+Pm1(T Y) +... + bo(æ, Y)= 0, 
wi(x, y) désignant en général une fonction homogène de degré 


2 — c, remplaçons @:(1, c) par 


&. Divisons par æ/”* et posons == 


g:(c): nous aurons 
I I 
(2) Pme) + = Pm1(c)+ 5 Pm-2(c) +... 0: 
quand on fait croître æ, cette formule se transforme en 
Pm(c)= 0, 


qui fournit alors les valeurs finies de la limite de e ou, sil’on 


veut, les coefficients angulaires des asymptotes. Pour trou- 
ver les ordonnées à l’origine des asymptotes de coefficient 
angulaire c, on posera 


ù Y Ô 
FY=CT+O, a 


et l’on cherchera la limite de à; c’est cette limite qui fournira 
l’ordonnée à l’origine correspondant aux asymptotes dont le 
coefficient angulaire est c: la formule (1) divisée par x”* don- 


ini 

; EA 0 

nera alors. en remplaçant ‘— par c + — 
4 pis z LÈ x’ 


Ô I Ô 
CERTES Au UCE TE =IEE 10 
Om ( =) 2 Pm—1 ( =) ) 
c’est-à-dire 


Ô 
I 


Em(C) + : [si te) + gm1(e)] 


TA ù 
F1 | gi (0) ï + Om1 (C) + +gma(e)] +... 0: 


x? 1. 
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or, ©»(C) étant nul, on peut écrire 
; Ô 
| Pme) + Pn1(c) 
(3) 


\ N 
(AE 02 | Ô 
+ = one) — + om (c)- + om (ce) |. = 0 
[mn LR Om 1 ( je Pm 2 ( ) " 
équation qui, pour + — « , donne, en passant aux limites et 


en appelant / la limite de à, 


Em(c)l+om1(c)= 0, 

d’où 

AUTRE Pm—1(c) 

 Pm(e) 
Si donc +,,(c) n’est pas nul, on aura une asymptote corres- 
pondant au coefficient c; mais, si v,(c) est nul, l'équation 
Pm(C) aura une racine double, et / sera infini, à moins que 
l’on n'ait Om_1(c) = 0. Dans ce cas, la formule (3) donnera, 
en multipliant par æ, 


a 


CLRMRMENS ù 
a Pme (c) » D Om—2(C) 


LE 
I 11 03 21 Ô 
Ps Pm(e)- 2.3 + Pn1(C) 


N] 
0? Ô 
I 5 td Pm-a(c)= + gma(0) | = 0 


et, pour z — © , { sera déterminé par l’équation 


l2 Re: 
Pn(e)— + Pn-1(c)= + pmi(c)=0; 


I 
on aura alors deux asymptotes correspondant à la valeur c 
du coefficient angulaire. On voit comment on continuerait 
celte recherche si +, Enr Et Pm…2 étaient nuls." 

Revenons maintenant sur cette discussion. Supposons les 
axes de coordonnées tellement choisis qu'il n’y ait pas 
d’asymptotes parallèles aux axes : alors l'équation vw, (c) dé- 
termine "1 coefficients angulaires, égaux ou inégaux ; à Chaque 
valeur simple de c correspond une et une seule valeur de L, 
finie ou infinie; donc, en général, 


Une courbe d’ordre m a m asymptotes. 


ll 
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Ce théorème ne tombe pas en défaut quand c est racine 
double, triple, etc., de o»(c)— 0; nous avons vu en effet 
qu’à une pareille valeur de c correspondaient deux, trois, etc. 
asymptotes, réelles ou imaginaires, situées à distance finie ou 
infinie, confondues ou non. 

Au point de vue purement analytique, la question est ré- 
solue; au point de vue géométrique, il reste à indiquer la 
disposition des branches infinies de la courbe par rapport à 
ses asymptotes. 

L'équation (3) n’est autre chose que l'équation même de 
la courbe, pourvu que l’on y considère à comme égalà y —cx; 
si l’on y fait . 

d—=l+ £, 
e représentera la différence entre l’ordonnée de la courbe et 
l’ordonnée de l’asymptote. En effet, cette formule donne 


Y—cr—=YŸ—-cx+e ou Y—Y =, 


Y désignant l’ordonnée de l’asymptote, y celle de la courbe 
5 yrap ds 

pour l’abscisse æ. La substitution à — / + e dans (3) trans- 

forme cette équation comme 1l suit, en observant que 


AcrAUIES Omn—1(C) 
est nul : 


Em(C)+ > Oo Pme tee TS + gma(e)| en Ur 


Une discussion, semblable à celle qui a été faite à propos des 
points singuliers, montrera si, pour de grandes valeurs de x, 
e est positif ou négatif, c'est-à-dire si la courbe est au-dessus 
ou au-dessous de son asymptote. 


I L 2 L , 
Supposons que ; tende vers o; l’équalion précédente, en 
général, s’écrira 
\ / [ 1! l 
(4) egne)+ x [#u(e) = + On 1(C) = + pm- (e)[-0 = 0 


w désignant un ensemble de termes d’ordre supérieur aux 


174 | CHAPITRE Ill. 


L4 , ° L . 
précédents ; appelant A le coefficient de =? ON aura sensible- 


ment 


; - I A 5 : 
On voit que & change de signe avec =3 d'ailleurs 1l est réel, 


car, si l’on considère le produit ex — & comme variable, la 
dérivée du premier membre de (4), qui peut s’écrire 


ape + À + w = 0, 


dw - 
est ©, + 5 + conserve son signe pour de grandes valeurs 
a 


der. Pour. a + h, ce premier membre change 


Pm(c) 
de signe; donc l'équation en & a une et une seule racine 


. . 1 
entre — + h. Puisque es change de signe avec HALLE 


Om(cC) 
courbe est en général située de part et d'autre de son asym- 
ptote, et à une asymptote réelle correspond une branche de 


courbe réelle; mais il n’en est pas toujours ainsi. 
S À Tr 
Si, par exemple, dans (4), le coefficient de — était nul, 
c’est-à-dire si l’on avaitw,,(c)—=0,w, ,(c)=0, 07,10) 0; 
» A I . = 
e serait de même ordre que — et ne changerait plus de signe 
… 2 


avec æ: deux branches de courbe seraient:alors situées d’un 
même côté de l’asymptote. Mais il n’est pas nécessaire de 
pousser cette discussion plus loin, à cause de l’analogie 
qu’elle présente avec celle des points singuliers. 


XI. — Équation des asymptotes. 


Conservons les notations du paragraphe précédent et sup- 
posons c racine d'ordre de multiplicité & de o»(1,c) = 0; 
supposons d’une manière générale l’ordonnée { donnée par 
l’équation | 

Lit 


; Lë 3 
Pin(c) i! "is RAS (at ee 20} 


(@L 
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Comme l’équation d’une asymptote est de la forme 
Y=cr+ l, 


on aura l’équation de l’ensemble des asymptotes en éliminant 
l entre ces deux formules, ce qui donnera 
y — cr) 


(1) ol (c) parce} EoË1l (c) NAS O: 


il Pi EAU 


Cette équation peut se mettre sous une forme remarquable. 


œ PA 
Posonsé — — Æ elle pourra s’écrire 

FOR ? Fe | 4 

1! PCT + POTIOSE HER Pme (AT + By ) : po: A 0 
on bien 


I Om 


1 oBé (ax + By} 
Con 


[eee 1m 1 


D Douoprt 


(am+8y} 18 +...—0; 


mais, la fonction o» étant homogène, on a symboliquement 


é p 
(a + 8 “n) NME)" ne 0: 


L'expression 


s’annule donc pour æ = « et y — f, et même s’annule x fois 
poure—cety— puisque #/, (c)— 0; on peut donc po- 
ser, en appelant G un facteur fini pour æ — %, y — si 


00 m. “n) = un 


si l'on fatæ—0o,ona 
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d’où l’on tire, en multipliant en croix, 


x 0 mt 0 mn Ê oi mm ; 
(ones Tu) 2 TEE (a + By) 


Ou op: 
# 00 m1 ; 00 m1 25 DD m1 . A 
He 7 ob APRES 
La formule (2) devient alors 
Feu Om 4e) 
3 r(e DANCE 08 

te [ 00 m1 ] 00 m1 Es Led ne 
RM ETEE T de F RON) Ro ie (0)). 


mais on a, en appelant f(x, y,z)le premier membre de l’équa- 
uon de la courbe, 


ma, B) =ÿ(4; 6, yo pour ÿ = 0, 


of D f | 
Pm— 1(@, B)= AUTRE Pm— 2(4, RD Fi « ere, 
(3) s'écrit alors 


1 OT OH USE TER 0 PACO HE) + NCA 
CE da 7 08 PaLe (ê—1)! 07 Ta + RER, 


ou, multipliant par £!, 


7 Nue pat 

CE AR or “es Et ) 
i(é—r) of, àf 2} 2 

rs 0\° 08 08 


ln. 


+ = 


Cette dernière équation peut évidemment se mettre sous la 
forme symbolique 


of LAN SE 
(4) (2% de “1 74 +40 O, 


toujours en supposant y — o et 3 — 1. Cette forme est bien 
remarquable. En effet, elle convient à tous les cas, même au cas 
où l’on aurait affaire à des asymptotes parallèles à l’axe des Va; 
en second lieu, elle met en évidence ce fait que, si 


Om(C), Pm—1(cC); ….) Om—i(C), 
OnCe); Ha) ..) Dr CC), D oë(c) 
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sont nuls, il y a z asymptotes de même coefficient angulaire 
8 ERA di-1 

— => que les dérivées 7 sont tou 
C— aq dx ogt apr SOnt toutes nulles, et que 
les équations de ces asymptotes sont de la même forme que 
celles des ztangentes en un point singulier qui serait d'ordre & 
et qui aurait pour coordonnées homogènes &, 6 et Y==0; done 
on peut dire que : 

: ER: 

Toute asymptote ayant pour coefficient angulaire = 
€sl une tangente à l’infint au point de coordonnées 
æ, Pi 0 (1). 

SE t asymptotes sont parallèles à la direction Fe elles 
sont tangentes au même point singulier d'ordre à à l’in- 


fint, «, B, o. 


Si, dans l’équation de la courbe 


(5) TATNV 2 }etO, 
on fait 
(6) TL — Lo + A, Y = }Yo—+ Bo, PIE SO Tr VD) NEO; 


elle devient 
7) PAS (a B, Y)+pM-1P;+om2P, +... = 0, 
“ of NAT AN 

P; désignant (æ Va 8 +39 à symboliquement. Cette 
équation a pour racines les pe des points d’intersection de la 
droite (6) et de la courbe (5). Si l’on suppose /(a, A 
[ou o#»(c) = 0], la direction de la droite (6) est celle d’une 
asymptote; la formule (7) montre qu’elle rencontre la courbe 
en un point à l'infini. Ainsi : 

Les parallèles aux asymptotes rencontrent la courbe à 
l’infint (et en m — 1 points seulement à distance finie). 


S1 non seulement on pose f(x, B, y) — 0, mais encore si 
RE 
(*) I est bien entendu que cette proposition ne s'applique pas à des 
courbes transcendantes quelconques. 
L. — Traité d'Analyse, II. 12 
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l’on choisit Zo, Yo 30 de telle sorte que P, — 0, c’est-à-dire, 
en définitive, si la droite (6) est une asymptote, elle rencontre 
la courbe en deux points à l'infini. Ainsi une asymplote 
coupe la courbe en deux points situés à l’infinx. 

Si toutes les dérivées de f sont nulles jusqu’à l’ordre zinclu- 
sivement, on a P;— 0; le point (æ6, Yo, z9) est alors sur l’une 
des & asymptotes parallèles à la direction «, 8,7; la droite (6) 
est une de ces asymptotes. Ainsi : 


Quand 1 asy mptotes sont parallèles, elles rencontrent la 
courbe en à points situés à l’infint. 


XII. — Étude des points à l'infini. 


Le nouveau point de vue auquel on peut considérer les 
asymptotes des courbes algébriques, et qui permet de les 
regarder comme des tangentes à l'infini, est fécond ; 1l permet 
de trouver ces droites en coordonnées trilinéaires ; 1l permet 
aussi de classer les asymptotes et leurs points de contact 
comme les points singuhers. 

Pour trouver les asymptotes d’une courbe 


CIRE Zz) —=0, 


on pourra faire 3: —0, résoudre l’équation f(x, y, 0) =o et 
chercher les tangentes aux points æ, y, racines de cette équa- 
tion. La courbe aura des points singuliers à l'infini si l’on a, 


pour 3 —0, 
Ofoarte O1 GTR 
mu co 


ces points pourront être des rebroussements ou des points 
doubles, triples, etc. 

Ainsi, deux asymptotes confondues, c’est-à-dire pour les- 
quelles l’ordonnée à l’origine sera la même, devront être 
considérées comme des tangentes en un point de rebrousse- 


ment, elc. 
Dans ce qui va suivre, à moins que nous ne prévenions 
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expressément du contraire, quand il sera question des points 
singuliers d’une courbe, il faudra compter parmi ces points 
ceux qui sont à l'infini. 


Remarque. — Il peut arriver que la résultante de deux 
équations de degrés m et n soit d’un degré inférieur à mn, 
au moins en apparence. Cela a lieu quand on ne lient pas 
compte des racines infinies de la résultante. 

Lorsqu'on veut avoir le nombre de solutions finies des 
deux équations, il faut retrancher du nombre mn le nombre 
des solutions infinies; or la théorie des asymptotes fait pré- 
cisément connaître le nombre et la nature des points à l’in- 
fini ; il est donc facile de voir en combien de points les deux 
courbes qui représentent les deux équations se rencontrent 
à l’infini; en défalquant ce nombre de mn, on aura le nombre 
des solutions finies des deux équations proposées et par suite 
le degré de la résultante. | 


Exemple : 


Li + 22? + y?x + 3? + y —0, 


T° + 22Y ++ x — y —=o. 


Les courbes représentées par ces équations ont un contact 
simple à l'infini sur la droite y + x — 0, la tangente est la 
droite de l'infini; donc elles ont deux points communs à 
lPinfini et, par suite, 6 — 2 — / points communs à distance 
finie. 


XIII. — Sur les tangentes singulières. 


Si l’on considère une équation en coordonnées tangen- 
uelles 6, n, les principes du Calcul différentiel ne s’ap- 


; Ê FTP d' - 
pliqueront point aux droites pour lesquelles ou TE serait 
discontinu ou indéterminé : ces droites sont des tangentes 
singulières. On fera une théorie des tangentes singulières 


tout à fait analogue à celle des points singuliers. 
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Si l'on considère, par exemple, l'équation tangenuelle 


Vies 1; @) — 0 
et si l’on fait 
of A of Of 
Per ER TE Ju 5? #19 


on reconnaîtra sans peine que, si l’on a à la fois 


Ji=0; J2 =0; J=9 ou J3 =0, 


la tangente dont les coordonnées satisfont à cette équation est 
singulière; elle touche la courbe / —o en deux points qui 
peuvent d’ailleurs être confondus : on lui donne le nom de 
tangente double. Quand les deux points de contact sont 
confondus, cette tangente devient tangente d’inflexion. Ainsi, 
là où l'analyse des coordonnées ordinaires fait trouver un 
rebroussement, l'analyse des coordonnées tangentielles met 
une inflexion en évidence; l’inflexion est donc une exception 


dans les enveloppes. 


XIV. — Remarque au sujet des courbes algébriques. 


Une courbe algébrique ne saurait avoir de points d'arrêt ni 
de points anguleux, et, par suite, une asymptote est toujours 
asymptote à deux branches réelles. Ce théorème résulte 
de l'analyse qui précède; mais on peut le démontrer comme il 
suit : 

Prenons le point singulier pour origine; l'équation de la 
courbe sera 


(1) f(X,Y)=0; 

coupons cette courbe par le cercle de rayon € infiniment 
petit 

(2) a+ y? = Ee?; 


le nombre des solutions des équations (1), (2) est par, le 
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nombre des solutions imaginaires est pair; donc le nombre 
des solutions réelles est pair aussi; donc la courbe (1) 
coupe toujours un cercle décrit de l’un de ses points comme 
centre en un nombre pair de points, ce qui n'aurait pas lieu 
si l’on pouvait prendre pour centre du cercle un point 
d'arrêt. 

Üne courbe algébrique ne peut avoir de points anguleux, 
parce que la courbe ayant TO ordonnée, qui est aleé- 

dx z 

brique comme la proposée, aurait un et même deux points 
d’arrêt. 

Une droite asymptote à une branche de courbe algébrique 
est toujours asymptote à une seconde branche ; sans quoi, si la 
courbe f(x, y)— 0 n'avait qu'une branche asymptote de la 


. I , 
droite y — 0, par exemple, la courbe fr = — © aurait un 
point d’arrêt à l’origine. 

XV. — Exemples de points singuliers. 


Développée de l’hyperbole. — Cette courbe à pour équa- 
Uons (p. 110) 


io 
no 
& 


œŒ 
CS 
LT 


(ar — (by} = c 


ou, en faisant disparaître les irrationnelles, 
(ax? — b2y2 — c*}3— 97 abctr2y2 — 5: 


on trouve que les asymptotes sônt rejetées à l'infini. Pour 
déterminer les points singuliers, on rend l’équation homo- 
gène; on a alors 


(a?x? — by? — ct32)3 — 27 a? b2? c'a? y? 32 6) 


ou 
P3 — 27 a2b2 Cix2y2 22 — 0, 


en posant 
P = a2x2 — b2y2— ch 22, 
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Les dérivées relatives à +, y, 3 sont, à un facteur constant 
près, 

(P2— 9b2ciy22?)x, 

(P2+9æctx?z?)y, 

(P2+ 9a?b?r?7y?)z. 


En égalant ces dérivées à o, on a 


(PÆ+H3bcyz)x = 0, 
(1) « (P 3 V-T'actva) 0 
te V—rab;æy)21 100 


Supposons æ — 0 : les deux dernières équations rentrent l'une 
dans l’autre; on a donc un point singulier sur l’axe des y, au 


point y = + CRUE d êr Ï Ï li 
pointy = £{+)V— 1, et de même un point singuher sur 


l'axe des x à l’abscisse x = + 


CARS 


. En ces points, la tangente 


a pour équation æ?=0,y?—0; ce sont donc des points de 


rebroussement ordinaires. 

Pour 3— 0, les deux premières équations concordent et 
donnent a? x? — b?y?— 0, ce qui fournit deux points singu- 
liers réels. Les tangentes en ces points sont données par la 
formule z?— o et par suite ces points sont des points de re- 
broussement, la tangente est la droïte de l'infini. 

Supposons maintenant æ20,720, 320; les équations (1) 
donnent | 


PES ya H'acmrs V—i=+3abzy Ver 


ou 


Si l’on prend les quatre points, 


ax=+byyÿ—i=+czy—1, 


on voit que ces points satisfont à (2). En cherchant les tan- 
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gentes en ces points, on reconnaît que ce sont des points 
doubles ordinaires. 
La scarabée est engendrée comme il suit : 


pr | 
4 | 
74 


Supposons qu'une droite de longueur constante s'appuie sur 
deux droites rectangulaires; elle enveloppe une épicycloïde 
(p- 139) dont nous avons déjà trouvé l’équation. Si l’on 
forme la podaire de cette courbe par rapport à un pôle P pris 
sur la bissectrice de l’angle yO x, cette podaire sera la sca- 
rabée. 

Ainsi la scarabée est le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées d’un point fixe pris sur la bissectrice d’un angle 
droit, sur une droite de longueur constante dont les extré- 
mités se meuvent sur les côtés de l'angle droit en question. 
Cette propriété de la scarabée d’être une podaire permet 
immédiatement d’en construire géométriquement la tangente 
et le rayon de courbure. 

Cherchons son équation : soient OA — 4, OB—B8,O0P— 4 
et AB— /; les coordonnées x, y du point M satisfont à 
Péquation 
(1) ay + Pr = «8 
de la droite AB, dans laquelle 
(2) bai ff 2; 


elles satisfont aussi à l’équation de la droite MP 


M 0.0. 
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Pour éliminer «x et 6, on üre =: et - de (1) et (3), et on les 


É 
porte dans (2), que l’on écrit 
NÉS l 
a2 B2 4262? 


ce qui donne 
pe-at)+e(-e à) lle 5) RON 


il est indiqué de transporter l’origine au point P; on a alors 
(4) L+a+a(x+y)VaP(a+y) = Pay. 
En coordonnées polaires, on a une équation fort simple 
[72 + ra(sin 0 + cos0) V2 72 = l?rtsin?0 cos?0, 
d’où l’on tire 
r = ayo(sin0 -+ cos) + Zsin0 cos; 


on discutera plus facilement la courbe en changeant 0 en 


: + 0, ce qui donne 


l 
r=2acos0 + - cos20. 
2 


Nous laissons au lecteur le soin de faire cette discussion et 
de vérifier les résultats de la discussion que nous allons faire 
de l'équation (4). Cette équation développée est 


(a+ +oaya(x? +2} (x +7y) 
+ 2@(x+y}(x+y?)— Ex2y?— 0; 
l’origine est un point quadruple, les points = 0,y = — a V2 
) ) je 


a 2 


2 


ét TL = — 


» J = 0 sont des points doubles. Les ombilics 
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du plan sont aussi des points doubles; la forme de la courbe 


est la suivante : 
Fig. 33. 


Courbe du diable. — Son équation est de la forme 
yi— xi+ ay? +bx?—o; 
elle se déduit de l'équation de l’hyperbole équilatère 


J?—a?+ ay +bx—o 


en changeant y en y? et x en x?. Nous ferons 


a — — 24, b= 05, 


et nous la discuterons sous la forme 


ÿi— gt— 24 Y? +25 x?=0; 
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nous lui trouverons un point double à l’origine; elle passe 
par les ombilics du plan. 


XVI. — Nombre des conditions déterminant une courbe algébrique. 


Üne équation d’ordre m en x et y renferme un terme de de- 
gré zéro, deux termes du premier degré, ...,m + 1 termes de 
degré m : elle renferme donc en tout1 +2+...--(m+i)ou 


(m—+1)(m +) 
2 


coefficients. Or deux équations qui ont leurs coefficients pro- 


(Mm—+1)(m +0) 
2 


termes, et, parsuite, ellecontient 


portionnels représentent la même courbe ; il en résulte qu’une 


: M —+] mm +2 
courbe d'ordre m ne dépend que des GIE À AL 1 rap- 


ports des coefficients de son équation à l’un d’eux; pour dé- 
terminer une courbe d'ordre m. il faudra donc en général se 
1 le] 


| (Mm+i)(m—+o m(m + 3) + 
donner : ) mn conditions. 
er m(m +3) À : 
THéorème. — Par ———, Points donnés, on peut tou- 


Jours faire passer au moins une courbe d'ordre m. 


Soit, en effet, 
Emo PQ MIRE LINE Ao,m TL + Am1,0 7 1H... + 0,0 —0 


l'équation générale d’ordre m; si l’on y remplace successive- 

m(m +1) 
3 2 

On aura 4 équations donnant en général des valeurs détermi- 


mentæeiy par z;,ÿ1, Par Lo, Vo. Lys Ju OÙ = 


nées pour les rapports des coefficients &ij; les rapports de ces 
coefficients cesseraient d’être bien déterminés, si les mineurs 
du déterminant 


ya y 1 am L'éie Ce I 


nt mt —1 nr -I1—1 
TANT ES RL 2 A à 


nr In —1 mt m—] 


Ju TuYy .. Ti Ju : 7 CUS 
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relatifs aux éléments de la première ligne, étaient tous nuls. 
Mais alors les coefficients a;; auraient des rapports indéter- 
minés et le système admettrait une infinité de solutions. Ainsi 
le théorème se trouve établi. 

Nous montrerons toutefois que, lorsque la solution est 


m(m +3) 
à 


unique, la courbe passant par points donnés peut 


n'être pas irréductible; nous montrerons ensuite dans quels 
cas la solution peut être multiple. 


m(m +3) 


Taéorèue |. — Sr par points donnés on peut 


faire passer une courbe C unique d'ordre m, et st parmi 
ces points il y en a plus de mp sur une courbe C' d’ordre p, 
la courbe G se décompose en une courbe d'ordre p eten une 
autre d'ordre m — p. 


En effet, la courbe C coupe C' en plus de mp points; ces 
deux courbes doivent avoir des équations réductibles, leurs 
prèmiers membres ont des facteurs communs; si la courbe C' 
est une courbe irréductible, le premier membre de son équa- 
tion divisera le premier membre de l'équation de C, et par 
suite C se décomposera comme 1l a été dit. 


Taéorëme IL. — Si, parmi les 


m(m +3 : ns 
BOITE E poinis qui déter- 


minent une courbe G d’ordre m, il y en a plus de 


(p —1)(p —2) 


2 


mp 


sur une courbe d’ordre p, elle est décomposable. 
En effet, supposons qu'il y ait 


fe SUV dre) Er 
2 


mp — 


points sur une courbe À d'ordre p; par les 


Fire LS mp + S'ATEM ere ie Cr, MN Kite Meet 0) 
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points restants, on pourra faire passer une courbe d’ordre 
Im — p. Cette courbe jointe à À formera une courbe d’ordre 
M, passant par les points donnés; si donc la courbe C est 
unique, elle est décomposable. 


En général, deux courbes d'ordre m se coupent en m°? 
O D 
é m(m — 3 . 
points et l’on a m2? Te en effet, cette formule revient 
à M'— $3m2 0 ou à m>3 et, si l’on suppose m2? 3, il est 


m(m +3) 
2 


facile de prouver que points ne déterminent pas tou- 


jours une courbe d'ordre m. On a en effet le théorème suivant 


Téorème IT, — Toutes les courbes d'ordre m, passant 


par m(m +3) 


— 1 points donnés, passent par 
à P » P P 


m(m+3 NM —1)(m—)2 
CRIE RARES 


mm? — 


autres points fixes. 


En effet, soiente — 0, Ÿ — o les équations de deux courbes 
d'ordre m2 passant par les points donnés: ® + Ad = o repré- 
sentéra une courbe passant par les mêmes points et pas- 

m(m +3) 


sant en outre par les m?— FE —+- 1 autres intersections 


TÉDQS, 

Or © + XŸ — o est l'équation générale des courbes passant 
par les points donnés, parce que l’indéterminée } permet de 
faire passer cette courbe par un point déterminé; elle pas- 


m(m +3) 
2 


sera alors par points donnés (1). 


; ; m(m + 3 . 
On comprend donc que, si, parmi les IT points don- 


nés, 1l s’en trouvait un appartenant à toutes les courbes pas- 


m(m +3) 
2 


sant par — 1 d’entre eux, les points donnés fourni- 


raient un résultat indéterminé. 


ren vanne A En 


(7) Cette proposition n’est pas vraie d’une façon absolue (voir Société 
mathématique de France, t. V, p.160 : Sur un théorème d ‘Algèbre, par 
M. Halphen. 
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Le 


TN : mm +3 
Tuéorëme IV. — Si l’on connatt UPS) 
2 


— 1 des points 
d’intersection de deux courbes d’ordre m, on trouvera par 
m(m +3) __(m—1i)(m—) 


; HI autres 
2 2 


cela même les m°? — 


points d’intersection. 


En effet, il suffira de former l’équation de deux courbes 
? 5 Æ NES = Le 
d'ordre m, © — 0, Ÿ—0o passant par les points donnés; les 
intersections de ces deux courbes fourniront les points cher- 
chés. 
S1 l’on applique les principes précédents aux coordonnées 


m(m +3) 
2 


tangentielles, on voit qu'il faudra tangentes pour 


déterminer une courbe de m°"° classe, que l'équation générale 


m(m +3) 


des courbes de mi°"€ classe ayant — 1 tangentes com- 


. munes est de la forme © + Àÿ, .... 

Sans qu'il soit nécessaire d’insister beaucoup sur ce point, 
ilest évident que les raisonnements que nous venons de faire 
s'appliquent aux points réels ou imaginaires, situés à distance 
finie ou infinie; mais il y a quelques modifications à intro- 
duire quand on fait intervenir les points singuliers et nous 
allons nous y arrêter quelques instants. 


XVII. — Nombre des conditions imposées par la donnée 
d'un point singulier. 


Nous avons vu que, dans une courbe algébrique 


JG: 3 z)=0, 
un point singulier était caractérisé par cette circonstance que 
l’on avait pour ce point, à la fois, 
re 0, Ta =10; Tan t0 ; 


en général, ces trois équations ne peuvent être satisfaites à la 
fois, et les courbes algébriques n’ont pas de points singuliers. 
Toutefois, ces équations pourront être satisfaites pour des 
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courbes particulières qui jouiront de propriétés plus simples 
que celles de même degré qui sont dépourvues de points 
singuliers. 

Au point de vue analytique, nous classerons les points sin- 
guliers en : 

Points doubles, pour lesquels on aura seulement 


(1) f1= 0, fr 0, f3 —0. 


Ainsi nous rangeons parmi les points doubles les points 150- 
lés, comme les points de rebroussement ordinaires, comme 
les points où deux branches réelles de courbe viennent se croi- 
ser. [l y a plus, nous rangerons aussi parmi ces points ceux 
où une courbe imaginaire présente le caractère analy- 
uque (1). 

Les points (riples sont ceux où l’on a non seulement les 
relations (1), mais aussi les relations 


fu; Jo, Ji3 = 0, J23 = 0, Ja = 0, J33= 0; 


et ainsi de suite. Un point de rebroussement sera un point 
singulier pour lequel deux tangentes seront confondues. 

Ces points multiples pourront d’ailleurs être situés à dis- 
tance finie ou infinie. 

Ilrésulte de là que la donnée d’un point multiple d'ordre 
p pour une courbe algébrique équivaut à la donnée de 


P(Pp +1) 
2 


points simples ou, st l’on veut, équivaut à un nombre égal 
de conditions. | 
En effet, se donner un point d'ordre p, c’est se donner les 


relations 
J =, f1= 0, f20; J3=0, 
fit 0, 1119 10: LR RES y :1{s8 00) 
1peRe Ra : RU 
OP 1 f UP—1 f 
Os ts ONE CDR LE 


ÉTUDE DES POINTS SINGULIERS. 191 


Ces dernières, 


oP-1 4 op -1 1 dPp=1 1 
—— —=0Q Em. os O = +) 
OxP—1 à OxP—20y ÿ O3P—1 € 


comprennent toutes les autres, et par conséquent se réduisent 
au nombre des termes d’un polynôme de degré p —1 homo- 


S à s . x . = | 
gène à trois variables, à savoir TN) 
D} 


La donnée d’un point singulier peut équivaloir à un plus 
grand nombre de conditions, si ce point est un point de 
rebroussement. Ainsi, par exemple, la donnée d’un point de 
rebroussement ordinaire fournira lés conditions 


eos 120, ae 02 
[ia — fufes = 0; 


celte donnée équivaudra alors, non plus à trois conditions, 


mais bien à quatre. 
En général, si, en un point singulier d'ordre p. « branches 
À ) Ï te) P;; 


; A 3 mor + 1, 
ont une même tangente, il faudra écrire d’abord les EM 


conditions exprimant que le point est d'ordre P, puis les 


4 — 1 équations exprimant que l'équation du faisceau des tan- 
gentes a une racine d’ordre de multiplicité «. 

Des observations analogues pourraient être faites au sujet 
des tangentes singulières. 


XVIII. — Intersections de deux courbes algébriques. Étude 
d’une intersection en particulier. 


Deux courbes d’ordre »2 et n se coupent en général en mn 
points; mais le nombre de ces points peut être moindre et, 
pour que l’on puisse dire que les deux courbes se coupent 
toujours en znn points, il faut compter certains points com- 
muns plusieurs fois. Ainsi deux courbes présentant un con- 
lact se coupent réellement en deux points confondus en ce 
point de contact. 
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Considérons, en général, deux courbes ayant un point sin- 
gulier commun. 

Prenons pour origine des coordonnées le point singulier 
en question; les équations des deux courbes pourront se 
mettre sous les formes 


(1) PEL Y) + Pin, Y) + pisa( D, Y) Ro; 
(2) PiCC, J) + Var, y) + Vjra(e, 7) +...= 0, 
Di, Sir, - . - désignant des polynômes homogènes de degrés £, 
+1, ...,etd;, d;,1, ... désignant des polynômes homo- 
gènes de degrés 7, j +1, .... La courbe (r)aura alors à 


l’origine un point multiple d'ordre £ et la courbe (on un point 


multiple d'ordre 7. 


- le ANS HAS 
Si nous posons A lt, nous pourrons écrire (1) ainsi 
æ 
D'p; (1, L) Emrl@; (1, £)2E. 0 
ou 
(3) PAS PU Pam LD ln ec C 


pour x — 0, cette équation se réduit à &;(1, {)=oet, par suite, 
t racines de cette équation se réduisent pour æ = 0 aux & ra- 
CIHeS 4: le D w;(1, 4) — 0. Ces : racines pourront 
être représentées par @y + €, Œn En, ed, Ep) En) +. dési- 
gnant des quantités infiniment petites pour æ voisin de o. Il en 
résulte que, dans l’équation (1), £ racines y seront représen- 
tées par ait +Ee,x, ..., ax —e;x; ov si, pour abréger, 
on représente par W(zx, y) le premier membre de (2), la 
résultante de (1) et (2) sera 


(x, ax+ux)...V(x, ax+ x) O = 0, 


Q désignant un produit de facteurs, tels que V(x, 4), dans 
lesquels y, désigne une quantité finie pour x — 0. On pourra 
donc écrire cette résultante ainsi 


Ï TE AyT + ET) +d;11(x, dyT + EyT)...]0 =0 
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ou bien 
Luc, ay + Ey) + di bar, Ay+ y) +...]Q = 0 
ou enfin 
œii [ r;(, A+ Ey)+ dre, Ay+Eey)+...1]Q — 0 
ou encore 


(4) ii | Lrec, Qy) + Ey Y(T, a) +. +24; a)+...10 =o. 


Les termes du degré le moins élevé dans la résultante contien- 


_dront donc xt en facteur: donc : 


Deux courbes qui, passant en un méme point M, ont 
en ce point l’une un nœud d’ordre i et l’autre un nœud 
d’ordre j doivent étre considérées comme se coupant au 
motns en 1j points confondus. 


Mais il n’y aura pas, en général, contact. 

S1 l’une des quantités d;(1, a) S'annulait, les équations 
E:(1, é)—=oerd;(r, t)= 0 auraient la racine commune 4e 
or ces équations sont les équations aux coefficients angulaires 
des tangentes aux nœuds des deux courbes : les courbes (1) 
et (2) auraient ainsi une tangente commune; pour voir ce 
qui arrive dans ce cas, il convient d'évaluer ey. À cet effet, 
remplaçons dans (3) £ par &, + s,; nous aurons 


DCI, A+) + x Piti(l, Ay+e)+...— 0 
et, en développant par la formule de Taylor, 
(5) pr, a)+ey wir, Ay)+...+ 8 Gift, &v) ele == 0" 


w;(1, &) étant nul, on en conclut, aux termes du second ordre 
près, 
AA Di+i(l, &y) 1 
MAPS Arr Ar ere nt 
@i(1, dy) 
«, sera donc, en général, proportionnel à + et de la forme 
byx + &,x, €! s’annulant encore avec æ; toutefois cette con- 


L. — Traité d'Analyse, II. 13 
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clusion serait en défaut si #!(1, @,) était nul. Il faudrait alors 
prendre un plus grand nombre de termes dans la formule (5) 
et déterminer le degré de e par rapport à x, par la méthode 
de Minding. 

Supposons donc d'abord e, = b,x +e,æetd;(r,&)=0, 
oi(1; &) = 0. Non seulement les courbes ont un nœud com- 
mun, mais encore une tangente COMMUNE ; la formule (4) con- 
tiendra alors en facteur x#J#1, et l’on voit que : 


Si deux courbes possèdent en un point M des nœuds à 
i branches et à j branches, elles devront être considérées 
comme ayant i+.j points confondus en M, plus autant de 
points confondus avec ceux-ci qu'elles auront de tang'entes 
communes en M. 


2 LÉ 4 - al à 

Si w.(1, a) était nul, la tangente correspondant à la direc- 
tion à, serait une tangente double ou, si l’on veut, une tan- 
gente de rebroussement; €, serait de l’ordre £en x; l'exposant 
de xitJ se trouverait encore augmenté d’une unité si l’on 

FLE LR AT ÉMINE Le 2 
avait b;(1, 4) 0 et de deux unités si l’on avait Ÿ;(1, &) = 0. 
Nous ne pousserons pas maintenant la discussion plus loin. 


XIX. — Des émanants et des polaires. 


Si l’on fait Te | 
MC en 
PF 00 52 TEE EE 


Pf sera ce que l’on appelle le premier émanant de la fonc- 
tion homogène f(x, y, z), les quantités P?/, P3f, ... seront 
son second, son troisième, ... émanant (t. I, p. 290). 

Les émanants sont évidemment des covariants. Voici 


une autre propriété dont nous ne tarderons point à recon- 
naître l'importance. Posons 


0 0 (2) 
Pr f = (an + Vo 2 +.) , 


0æ0 


OA (æ Gé MA a. +)" 
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et supposons la fonction f entière et de degré m; nous aurons, 


par la formule de Taylor, 


(CE + 20 Y + Vo, 3 + 30, +) 
P P2 P 
= f(x, 32 )+ SLR A 


CONTE MEME RES-nEr mue 
T2 


+... 


SR O7 PT 
= f(x Re JU er... 
F0 Fo ++.) 1 1.2 CPE Tres ViSE ; 
si nous égalons les termes de AeÉtÉ EN, pe nee qui sont 
à la fois de degré m — n en Ty, V3 Z, -.., NOUS aurons 


Pr Qr-n ; 
nr nee nn 


c’est la propriété que nous voulions établir. 
Supposons maintenant que 


J(2, 7, 3)= 0 


soit l’équation homogène d’une courbe de degré m; les 
courbes représentées par les équations 


= 0; Li 0, NP BERES 0 0 Para f—0 


seront ce que l’on appelle la première, la seconde, ... la 
(me — 1) polaire de la courbe f= 0 par rapport au point 
(To, Yo, 2), qui porte alors le nom de pôle. Nous dirons aussi 
que Pf— o est la polaire de JObRÉS I TNA Bee o 
sera la polaire conique, P#-1f— 0 sera la polaire droite 
ou du premier degré. Les équations des polaires peuvent, 
en vertu de la propriété démontrée tout à l'heure, s’écrire 
aussi 


OT 0; OST 0; ….) OA 0; 
ainsi les équations de la nime polaire sont à volonté 


PA 0, OnenF = 0 


mn] 0 0 (2) 
(eu dE ne +0 Ÿ) —= O, 


/ Of Of 2 ” 
(238 +7 D + — O. 


ou 
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On tire de là cette conséquence : 

Si le point (Æo; Vos 20) est sur la volaire de degré n du 

P 6 é 5 

pount (x,7,2), le point (x, y, 2) sera sur la polaire de degré 
m — n du point (To; Yo» 20). 

On sait que la polaire d'ordre m — 1 est la courbe qui passe 
par les points de contact des tangentes que l’on peut mener 

du point (To; Jo Zo): 

On sait aussi que, dans le cas où la courbe est du second 

degré, la polaire unique est une droite et que cette droite a 


indifféremment pour équation 


P f2==0 
ou 
Qf +0 
XX. — Définition géométrique des polaires. 


Les polaires jouent un rôle important dans la théorie des 
points singuliers, et il est bon, après en avoir donné la défi- 
nition analytique, d'en donner aussi une définition purement 
géométrique. 

Considérons m points en ligne droite A4, A», -.., Am et 
un point M situé sur la même droite: soit MA; — r;, détermi- 
nons un point M tel que, en posant MM'— 7, on ait 


m I I 110 \/1 [ 
— era) Le de ou > —— — = 0; 
7 ri ra Vin | F ri 
le point M sera dit conjugué harmonique par rapport aux 
points Ai, À,,..., ÀÂm. Deux points, M', M, seront définis 


par la relation 
É I ) (: I ) 
>: PT) STONE | 


on les appelle conjugués harmoniques du second ordre du 
point M. Les points conjugués d’ordre 7 sont au nombre 


de n et définis par la relation 


26-56-2000 


le nombre des facteurs sous le signe X étant n. 
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Nous poserons 


M) Ce) 


L e I . . 
L’équation f{- }— 0 aura pour racines les distances MA, 
à P 


MA, ..., MA, et si l'on observe que 


LL SRE d'A 
ae G =) (: =) (; =): 
le nombre des facteurs sous le signe étant m — 1, On voit 
Le 
que (= 


I . - . 
f(:) — 0 fournira les points d'ordre m — 2, enfin 


(D 


fournira le point du premier ordre. 
Ceci posé, soient 


x 


}= 0 fournira les points conjugués d'ordre m — L; 


J(æ, 7, 4)= 0 
l'équation rendue homogène d’une courbe d’ordre m, et 
(To; Jo Z) 


un point quelconque de son plan; par ce point, menons une 
série de sécantes et cherchons sur ces sécantes le lieu du point 
conjugué d’ordre # du point (x,, J'or 30). À cet effet, posons 


T = Lo+ ra, = Yo + rb, 2 = Z%)+ re, 


c désignant une quantité nulle que nous introduisons pour la 
symétrie; 7 sera la distance du point (Z5, Yo, Zo) au point 
(æ, y, 3), et l'équation 


f(&o + ra, Yo + rb, 30 + ro =0 


fera connaître les distances r du point (To; Yo; 30) aux points 
d'intersection de la sécante issue de (Los Vos Zo) sous l’incli- 
naison a, b avec la courbe. 
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Cette équation peut s’écrire, en divisant par r”, 


r 


T Z 
1e FAT ESS À — +e)=e. 
? 9 r 
Les conjugués harmoniques d'ordre m— n du point 


(To, Po; Z0) 


. seront donnés par la formule 


Ds an f L: 
NUE AM 
(43) 


0 û d (n) 
SR Sn Er. + 3 _ INR — 10 


| ae 
(+ +a) (2 +b) o(£ +e) 
if Se 73 
pour en avoir le lieu, il faudra éliminer de là à, b, c en les 


6m NS == Go 
remplaçant par ————; 4 TU ° 


ou 


» ce qui donnera, en 


remarquant que r disparaît, 


(eu L 70 0 DV 


RO ARE 2 FA SO 


0 — O. 


Ainsi : 
La polaire droite du point(xo, Yo, 30) est le lieu des con- 
Jjugués harmoniques du premier ordre de ce point, la 


polaire conique est le lieu de ses conjugués harmoniques 
du second ordre, et ainsi de suite. 
2 


XXI. — Propriétés des polaires. 


Si un point M’ est conjugué harmonique d'ordre n du 
point M par rapport à m points A,, As, ..., Am», le point M 
sera conjugué harmonique d'ordre m— n du point M' par 
rapport aux mêmes points. En effet, le point M’ est défini par 
l'équation 


a DG-2)G-2)..C-2)=0 
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Prenons pour origine le point M’ et posons M'A;=r;, 
MA;,=7r,,... ee MM—7/—— 7, nous aurons 


r; = MA; = MM'+ M'A; 


ou 
r=—r+r;; 


la formule (1) devient alors 


ou 


ou encore 


(- =) (2 r) {3 ) 
A nn NN an Mer pm 
7 2: 1 1, (= a 


elle prend la forme 


États) 
rl EnlE re sn, 

r Ta 7 dre 7 pt 

le nombre des facteurs sous le signe E étant m — n. Le théo- 


rème énoncé se trouve donc démontré. De là découle cette 
proposition, déjà démontrée pour une courbe d’ordre 7 : 


Lorsque le point M' se trouve sur la polaire d’ordre n 
du point M, le point M se trouve sur la polaire d'ordre 
m— n du point M’. 


De là découle aussi cet autre théorème : 


La polaire droite d’un point M par rapport à une courbe 
d'ordre m possède, outre le point M, (m — 1)? — 1 autres 
pôles, en tout (m — 1})?. En effet, le point M’ décrivant la 
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polaire droite de M, le point M se trouvera sur les polaires 
de degré m—1 du point M'; ces polaires forment donc un 
faisceau passant par (7 — 1)? points fixes qui sont autant de 
pôles analogues à m. Ce théorème est facile à généraliser. 


XXII. — Influence des points singuliers sur la classe d'une courbe. 


‘Je rappelle que la classe d’une courbe est le degré de son 
équation tangentielle ou, si l’on veut, c’est le nombre des tan- 
gentes qu’on peut lui mener par un point donné. 


Taéorème I. — La polaire de degré m — 1 d’une courbe 
de degré m, relative à un point M, passe par les points de 
contact des tangentes issues de M (To Yo So): 


Ce théorème, déjà démontré, résulte de ce que l'équation 
de cette re est 


of 


0 
Æo SE a + 0 de = 0) 


el que cetle équation exprime aussi que la tangente en M 
passe en Lo, Jo, %0. Îl résulte aussi de ce que, quand sur m 
points en ligne droite deux sont confondus, un de leurs con- 
jugués harmoniques d’ordre m — 1 coïncide avec eux. 


Taéorème II. — La classe d’une courbe d'ordre mesten 


général m(m — 1). 
En effet, la polaire de degré m—1 coupe la courbe propo- 
sée en mn (a — 1) points (déjà démontré avec plus de détails ). 
Ce théorème est soumis à quelques restrictions ; c'est ce 
qui va résulter des théorèmes suivants : 


Téonème IT. — 1° Tout point singulier d’une courbe 
de degré m appartient à la polaire de degré m—1 d’un 
point quelconque du plan. 

2° Tout point triple de la courbe est un point de sa 
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polaire de degré m — 2, et un point double de la polaire 


de degré m— 1 d’un point quelconque du plan. 


9° Tout point quadruple est un point de la polaire de 


degré m—3, un point double de la polaire de degré m— 2, 


un point triple de la polaire du degré m— 1 d’un point 
quelconque du plan, etc. 


En effet : 


1° Un point de la courbe f — 0, pour lequel on à 
fi= 0, Ja = 0, J3=0, 
appartient à la courbe 
Lo f1 + Vo fe + 30/3 = 0, 


qui est la polaire d'ordre m—1 du point quelconque 
(Los Vos 20): 
2° Un point triple de la courbe, pour lequel on a 


J\u1=0, Ji =0; fis=0, Ja2 =0, fi3=0, J33 =0, 


appartient à la courbe 


LG fu + JS fe + 35 f33 + 29020 f23 + 2%0 30 f13 + 2%0 Yo f12 — 0, 


qui est une polaire de degré m — 2; en ce point on a aussi, 
quels que soient Zo, Yo, 20; 


0 
de (Lo fi + Vo f2 + Z0.f3) = 0, 
d 
dy (To fi +Yof2 + 30/3) = 0, 
0 
dE (To f1 + Yo f2 + 30/3) = 0; 


et la polaire du degré m — 1 y possède un point singulier, et 
ainsi de suite. D'ailleurs, la théorie des points conjugués 
conduirait au même résultat, 


Tuéorème IV. — Quand la courbe possède un point de 
rebroussement ou en général un point singulier avec deux 
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tangentes confondues, la polaire de degré m—1 est tan- 
gente en ce point à la courbe. 


En effet, prenons le point singulier pour origine; l’équa- 
uon de la courbe sera de la forme 


2h oz (E, Y)+ 27-1044 (T, Y) +... + Om(Y)=0: 


Or, Pkrs, - -- désignant des fonctions homogènes de degrés #, 
k+1,...; l'équation des tangentes au nœud est 


Px(T, Y)= 0. 


L’équation de la polaire du point (%65, Yo 3o) est 


00% dox dk 
0 [ame SÉE cms et | [ant Ste +..| 


+ 20[(m — k) 2m 1 or ET, 


les termes du degré le moins élevé en x et y sont 


donc (ce que l’on savait déjà) la polaire passe par les points 
singuliers, puisque k est au moins égal à 2, si l’origine estun 
point singulier; de plus (ce que l’on a vu également tout à 
l'heure), la polaire possède à l’origine un point singulier d’un 
ordre immédiatement inférieur à celui que possède la courbe, 
enfin les tangentes au nœud de la polaire sont données par 


do do 

0x dY 
Or, si 9x — o possède une racine double et si, dans ce cas, la 
courbe proposée a deux tangentes confondues ou un rebrous- 


| : : dk dk 
sement, cette racine est simple pour -= et pour ——» el par 
0x OV 


suite la polaire a pour tangente la tangente double du nœud. 


COR De 


Taéorkme V. — Une courbe d’ordre m est en général de 
la classe m(m—1), mais la présence d’un point double 
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abaisse la classe de deux unités, celle d’un point de 
rebroussement ordinaire l’abaisse de 3 unités, celle d’un 
point dont l’ordre de multiplicité est n l’abaisse au moins 
de n(n—1) unités. 


Cela découle des théorèmes précédents : en effet, nous avons 
vu que, si d’un point M on mène des tangentes à la courbe, 
tous les points de contact appartiennent à la polaire de degré 
m — 1 du point M; si la courbe n’a pas de points doubles, 
les m(m— 1) points d’intersection de la courbe et de la 
polaire fourniront m(m — 1) tangentes; mais, si la courbe a 
un point double, la polaire passera par ce point, et la droite 
menée du point M au point singulier ne sera pas une tangente 
proprement dite. Il y a plus, la courbe, dans le voisinage du 
point double, coupera la polaire en deux points confondus, 
et deux tangentes disparaîtront : ainsi la présence d’un point 
double abaisse bien la classe de deux unités. Si le point double 
en question était de rebroussement, la courbe et la polaire 
seraient tangentes et par suite se couperaient en trois points 
confondus : la classe serait donc abaissée de trois unités. Enfin, 
un point d'ordre de multiplicité n étant un point d'ordre 
n—1 pour la polaire, la courbe et sa polaire se coupent en 
ce point en n(n — 1) points confondus, et la classe s’abaisse 
de rz(n — 1) unités au moins; Je dis au moins, parce que, si le 
point mulüple considéré avait des tangentes multiples, la 
courbe et la polaire auraient des contacts qui augmenteraient 
le nombre de leurs points communs confondus. 


Remarque. — Dans les raisonnements qui précèdent nous 
avons fait usage de la polaire d’un point arbitraire, et c’est 
ce qui en fait la force; nos conclusions pourraient tomber en 
défaut si le pôle était choisi d’une manière particulière. Exa- 
minons, par exemple, ce qui arriverait si on le choisissait sur 
la courbe même. 

Prenons pour origine le pôle : l'équation de la courbe se 
présentera sous la forme 


2m ker(e, J)+ 2h OT, J) ++ End, J)= 05 
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1 origine est un nœud si # > 1. La polaire de degré m—1de 
l’origine aura pour équation 


GRR) to (my) eh mn KL 1) ka, Y)+. 1-0. 


On voit qu’elle a les mêmes tangentes que la courbe propo- 
sée et que le nombre de points communs aux deux courbes 
est bien supérieur à ce qu'il est dans le cas général. La seconde 
‘polaire a pour équation 


(m—k)(m—kK—i)zn-k20}(, y)+...—=0; 


elle a donc aussi les mêmes tangentes que la courbe proposée 
SN ES IT CO ei m>k+1, sinon cette polaire a 
une forme indéterminée. | 

Pour ne pas pousser trop loin cette discussion, considé- 
rons un point ordinaire de la courbe et prenons ce point pour 
origine. L’équation de la courbe sera 


ie 27 161(2, M) lee ep) ER Pm(T, J)= 0. 
La polaire droite aura pour équation 


Ad g—1 f 
e M — ’ = PI\T RS . 
KG TRES ER ou P1(T, FD 0! 


ce sera la tangente à la core elle-même. La polaire conique 
aura pour équation 


ou 


(Mr) (me 2) a or, ie me 2)(m—3).".2/1/64(e 0 


ou 
(Un —1)m(r, 7)+ px, y)=0, 


et 1l est à remarquer que, si la courbe a un point double, l’é- 
quation de la polaire conique se réduit à 


Pa(T, Y)=0, 


c’est-à-dire à un système de deux droites. La polaire du troi- 
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sième degré d’un point triple se réduirait à trois droites, et 
ainsi de suite. 

On voit qu’en général un point multiple d'ordre p d’une 
courbe se comporte comme un point où seraient condensés 
p points dela courbe. Cette remarque est la source d’un grand 
nombre d'applications ; montrons par quelques exemples son 
utilité. | 

Si une courbe du second degré a un point double, une 
droite passant par ce point ne la coupe plus, à moins de la con- 
fondre avec elle; donc la courbe doit se décomposer en deux 
droites. 

Si une courbe du troisième degré a un point double, une 
droite passant par ce point ne la rencontre plus qu’en un seul 
point ; il en résulte qu’en prenant ce point pour pôle, l’équa- 
tion de la courbe en coordonnées polaires contiendra le carré 
du rayon vecteur en facteur; on pourra le supprimer et l’équa- 
tion pourra être résolue par rapport au rayon vecteur. 

Une courbe du troisième degré ne peut avoir deux points 
doubles, car la droite qui passerait par ces points doubles 
 rencontrerait la courbe en quatre points et par suite ferait 
partie de la courbe qui se décomposerait en une conique et 
une droite. | 

Une courbe du quatrième degré ne peut avoir plus de 
trois points doubles, car si elle en avait quatre, une conique 
passant par ces quatre points et par un cinquième point la 
couperait en neuf points; elle ferait donc partie de la courbe 
qui se décomposerait en deux coniques. Nous généraliserons 
plus loin ces résultats. 


XXIII. — De la hessienne et de l'influence des points singuliers 
sur les points d'inflexion. 


Nous avons vu que les points d'inflexion d’une courbe de 


degré m, PROS A 
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étaient donnés par cette équation et par l'équation 


Jui Ji Ji 
Jai Ja T3 0 
Jai fs Ja 


que nous écrirons pour abréger 
H = 0, 


H — o représente une courbe de degré 3(m — 2), sur laquelle 
se trouvent les points d’inflexion, qui par suite sont au 
nombre de 3m(m —2). On a donné à cette courbe le nom de 
hessienne de f — 0, et l’on peut en donner la définition géo- 
métrique suivante : 


La hessienne d’une courbe est le lieu des points pour 
lesquels la polaire conique se réduit à deux droites. 


En effet, la polaire conique du point (x, y, z)a pour équa- 

ton 
X2 fin + Y?2 f99 + 22 f33 + 2 YZ 23 + 2XZ fs + 2XY fi2 = 0, 
X, Ÿ, Z désignant les coordonnées courantes. Pour que cette 
conique se réduise à deux droites, il faut que l’on ait préci- 
sément 
H=0. 

Ainsi l’on peut dire que la hessienne est le lieu des points 
pour lesquels la polaire conique a un point singulier; on peut 
dire aussi que : 


La hessienne est le lieu des points sin guliers de la pre- 
mière polaire de la courbe proposée. 


Et, en effet, si l’on désigne par (45, Yo, 3o) les coordonnées 
du pôle, l'équation de la polaire du (7 — 1)" degré ou de la 
première polaire sera 


To.f1 + Vof2 + 30/3 = ©. 


Exprimons que le point x, y, est singulier; pour cela, il. 
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faudra égaler à zéro les dérivées du premier membre de cette 
équation, prises par rapport à æ, y, 3, ce qui donnera 


Lo f11 + Yof12 + Zof13 = 0, 
Lo f21 + Yof22 + 20/23 = 0, 
Lo f 31 + of 32 Se 20/33 40; 


En éliminant &o, Yo, 30 entre ces équations, on a le lieu des 
points singuliers de la première polaire. Ce lieu, comme on le 
voit, n’est autre chose que la hessienne. CrOQ: FD. 

La théorie des polaires permet d’ailleurs de retrouver direc- 
tement la formule H — o. En effet, si l’on prend un point d’in- 
flexion pour origine et la tangente en ce point pour axe des 
æ, l’équation de la courbe prend la forme 


zm—-1y AT zm2(ay? rs bxy) + gm—38 D3+... Om & 


de telle sorte que, pour y = o, l'équation en x ait une racine 
triple égale à zéro. La polaire conique de l’origine est 


(in —1)(m—2).… 2YSHE(Mm 92). 2.1(4ay? +bzy)—=0; 


cette équation représente deux droites dont l’une est l’axe 
des x. 

Réciproquement, s1 la polaire conique représente deux 
droites, on peut supposer que l’une soit l’axe des x et y sera 
facteur dans l'équation de la polaire conique, à savoir dans 


omn-2 f ; À 
=; et par suite dans les deux premiers termes de /; en effet, 


0371—2 
om-—2 f Ê a] A b on—3 RTS 
Poe étant égal à pDyYZz4+ ay + O0YX, Qzm-s Sera égal à 


PY : (ay? + bxy)z +3, où », est un polynôme de degré 
3 en x et y. En remontant ainsi Jusqu'à f, on voit que y res- 
tera facteur dans les deux premiers termes ; par suite, pour 
J = 0, on aura trois racines nulles en x, et le point en ques- 
tion sera un point d'inflexion. On voit donc que les points 
d’inflexion appartiennent au lieu des points pour lesquels la 
polaire conique se réduit à deux droites, lieu dont l'équation 
est évidemment H — 0. 
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Tuéonëme. — 1° La hessienne d’une courbe passe par 
ses points singuliers; 2° les points singuliers de la courbe 
sont singuliers pour la hessienne ; 3° les tangentes au nœud 
sont les mêmes pour les deux courbes. 


D'abord, si l’on a f, —0, fs —0, f;— 0, il est facile de 
constater que l’on a H—o; cela résulte de ce que les équa- 
ons f, —0, f» — 0, f; — 0, qui sont celles d’un point singu- 
lier, peuvent s’écrire 

D fun + J fre + 4 fis =0, 
T fai + Y f22 + 3 fa3 = 0, 
Df31 +3 fs2 + Lf33 = 0, 
et, pour que ces équations aient lieu en même temps, il faut 
que H— o. Plaçons l’origine en un point singulier; l'équation 
de la courbe sera 

JE 8 ques, Y) RE ep (2, 7) RARES 

EÉcrivons-la ainsi 
2 (x, y)+0—o, 


en mettant © au lieu de +}; on aura 


zm—ko;; —+- 011 ZM jo + Oo zm—k-1 it — k + 0 
Î 1 13 


_.. se © 0e e1e,:./b à » « eo % 5% 0 0e 0 cette ser see 


et les termes du degré le moins élevé dans H seront, en sup- 
posant 5 — 1 et en négligeant les facteurs constants, 


P11 Via 91 
(1) DS y: PR: Pa 
D1 Yo (m—k—1)Y 


1 


S1 9 est du second degré, les termes du degré le moins élevé 
dans H seront aussi du second degré et la hessienne aura 
aussi un point double. Si + est du troisième degré, la courbe 
proposée a un point triple, les termes du degré le moins élevé 
dans la hessienne seront du cinquième degré et elle aura un 
point quintuple, etc. 
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Quand le nœud est seulement un point double, o peut être 
pris égal à æy et le déterminant (1) prend la forme 


bent y 


| LORS T = —(m— 65)xy, 


Vo g (nm —3)xy 


Ë 

et la hessienne a les mêmes tangentes que la courbe proposée. 
Si l’on suppose ?—y?, la courbe possédera un rebrousse- 

ment et le déterminant (1) devient nul: il faut alors avoir 

égard aux termes en Ü; l'équation de la courbe peut s’écrire 


zm2 2 One À: Re PRE 0, 
; 
et l’on a 
zm—3(,, gmn—3 0, (m 43 3)zn—4 0, 
Hi zm—8(,, 232 2(Mm—2)3m—37y +. 


(m—3)zm-46, OUT) ren 3) DE Hum 4 


ou, en n’écrivant que les termes du degré le moins élevé, et 
en négligeant un facteur constant, 


H = ÿ* One 


La hessienne a donc un point triple et deux tangentes com- 


munes avec la courbe proposée. 
De là résulte que la présence d’un point singulier fait 


apparaître dans la hessienne un autre point singulier : 


1° Si le point singulier est un point double ordinaire, la 
hessienne a un point double et deux tangentes communes 
avec la courbe, ce qui fait six points confondus avec celle-ci : 


donc : 


Un point double ordinaire fait disparaitre six points 
d’inflexion. 


2° Si Ja courbe proposée a un rebroussement ordinaire, 
la hessienne a, en ce point, un point triple et deux tangentes 


communes, ce qui fait huit points communs confondus ; donc: 
1 


L. — Traite d'Analyse, IT. 14 
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Un point de rebroussement ordinaire dans une courbe 
fait disparaître huit points d’inflexion. 


30 On verrait, d’une facon analogue, que la présence d’un 
point triple fait disparaître au moins quinze points d’inflexion 
de la courbe proposée. 


_ Remarque. — Une courbe du troisième degré a 3.5-:1=9 
points d’inflexion ; mais, quand elle a un point double, elle 
n’en possède plus que trois, et, quand elle a un rebroussement, 
elle n’en possède plus qu'un. 


XXIII. — Formules de Plüucker. 


Supposons qu’une courbe ne contienne que des singula- 
rités ordinaires. Soient 


m son degré; 

n sa classe; 

à le nombre de ses points doubles ; 
+ celui de ses tangentes doubles ; 
; le nombre de ses inflexions; 

r celui de ses rebroussements. 


Un point double ordinaire abaisse la classe de deux unités 
etun rebroussement ordinaire de trois unités; donc, le nombre 
qui exprime la classe étant en général m(m — 1), on aura 


(1) n=m(m—1)—20—37r. 


La théorie des coordonnées tangentielles fournit l'équation 
analogue 


(2) m—=n(n—1)—27T—31. 


Un point double fait disparaître six inflexions, un point 
de rebroussement ordinaire huit; donc 3m(m — 2) étant le 
nombre des inflexions d’une courbe qui n’a pas de points 
singuliers, on devra avoir 


(3) i— 3m(m—2)—60—8r. 
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La théorie des coordonnées tangentielles donnerait 
(4) T=3n(n—92)— Gr 8; 


Les formules (1), (2), (3), (4) sont ce que l’on appelle les 


formules de Plücker. 


Ces formules AD RPIMENR (4) ne sont pas distinctes ; car, 
en ajoutant les deux premières, d’une part, et les deux der- 
nières d’autre part, après les avoir multipliées par 3, on ob- 
tient des résultats identiques. 

Si une courbe n'a pas de points doubles ni de points de 
rebroussement, les formules (1)et (2) donnent 


ND —(m—1)m, t— Sm(m—)), 


et la formule (2) 


BTUN — 1) — mn — 3 = ymn(m 


2)(m° — 9). 


Ainsi une courbe de degré m sans points doubles et sans re- 

Mm(n—2)(m— 9) 

AN PE ere À 
#) 


broussements a tangentes doubles. 


XXIV. — Sur la courbe appelée jacobienne. 


S1 l’on considère les trois courbes 


HO: VD; VO, 


et si l’on désigne toujours les dérivées relatives à TZ, J, 3 par 
les indices 1, 2, 3, la courbe représentée par l'équation 
AS EL RUE 


PRESSE 
ou 


(1) Rae Va + Pa XVe a Va — Via Ps — La pa qu — agro = 0 
sera ce que l’on appelle la jacobienne des trois courbes 


Quand trois courbes Passent par un même point, la Ja- 
cobienne passe par ce point. 
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En effet, en appelant m, n, p les degrés dev,7,%,ona 
my = LP +YPe Tr ÆPs; 
NY — ZY1 am + Z 3; 
ph=xh +yVi+ 2; 


si donc on désigne par J le premier membre de (1), on a 


| TRE A(Y; d) À o(Ÿ, œ) d(v, en 
(2) Jo=me es ML 507, a) PV OyrS) 


Donc J est nul quand on a à la fois ©, 4, Ÿ — 0; donc, etc. 


Quand trois courbes de même degré passent par un 
méme point, la jacobienne a en ce point une singu- 
larité. 


En effet, en différentiant (2), on a 


0J La 9 0(4 D) 007000) 9 d(9, %) 
rime To e) Lo dy) 0e 00, 5) 
09 (4, Ÿ) 2x 9(Ÿ, v) 04 (4, X). 
RMS Syra) 0 or 00) ORNE 


Or, quand », y, Ÿ sont nuls, J l’est aussi, et l'on a 


0] dy 0(y» Ÿ) | 07 0(V; 6) DONS 
mn 


= ——_— 


BA) T5 où 0(Y,s) 0% 07, ) NRMRNES 


Si donc m— nr — p, le second membre est égal à mJ, c'est- 
\ ? \ , 0J OJ PA ; 
à-dire à zéro, et —» — -— sont nuls. 
0x dy 023 
Siy—oetÿ—osont de même degré net passent toutes 
deux par un point double des —0, la jacobienne de © — 0, 
4 =0, Ÿ 0 aura aussi un point double au même point, 


et de plus les tangentes aux deux nœuds seront les mêmes. 


C’est ce qui résulte de la formule (A); en effet, sin — pet 
+ 10 et | dp 0(YX Ÿ) dp 0(X: Ÿ). 
si —0,0n pourra y remplacer m 5 de ANT (y 2)? 


cette formule (A) pourra alors s’écrire 


ca 


LE — 
AH S, 
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d’où l’on conclut que J a ses trois dérivées nulles. De plus 
q P 


(A) peut s’écrire 


a de (y, Ÿ) 
it RP RTE nJ. 


En différentiant par rapportà x ety,ona 


Ô 2 02 do 0 d(y,1 
1 ,,03 200 D), d 0 o(x ie 


Le =(m—n)| ne on — DR ROE 2 |+ 2 


Oxdy d(Y,z) 0x dy d(Y, 2) É dy 


et, au point commun, 


PH Pp (4 ÿ) 

Li Re =(m—n) D dCY NE) 
DE UE 29 dO(Y, L) 
IMOZOVS | pe Es 0æ dy, 4) 


on a donc J,, : Dia — duo : Dia —J,3 : Di3—..., Ce qui met 
en évidence l'identité des tangentes. 

Enfin on peut encore observer que, si M0, = 0 sont 
de même degré, la jacobienne touchera © — 0 aux points 


communs. 
En effet, (A) peut s’écrire, en supposant J — 0, 
OJ do d(y, Ÿ) 
LA de = ( ) pre 0(Y, 2)’ 


_€t, par suite, 
ÔJ 09 __ oJ 0 _ 0J 
0x'Ô0x dy'dy Os 0z 
La jacobienne de trois cercles est le cercle qui coupe 
orthogonalement ceux-ci. 


On peut donner cette définition géométrique de la Jaco- 
bienne : 
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La jacobienne de trois courbes est le lieu des points 
pour lesquels les polaires droites concourent en un même 
point. 


En effet, ce lieu est donné par l'élimination de &, 6, y entre 


Be Mo EN 
0Y. 0% re 
A PR 
OÙ | OÙ | OÙ 4e 
94 D Î de T Ÿ 32 0 


La jacobienne de g —0, y —=0, 4 —o est ausst le lieu 
des points doubles des courbes comprises sous la forme 


9 + UY + vŸ = 0. 


Lorsque le premier membre de la jacobienne de trois courbes 
est identiquement nul, l’une des courbes, si elles sont de 
même degré, doit passer par les intersections des deux autres; 
ainsi {a condition nécessaire et suffisante pour que trois 
courbes de même degré fassent partie d’un faisceau est 
que le déterminant de leurs premiers membres soit nul. 
Quand l’une des courbes, d — o par exemple, se réduit à 
une droite, la jacobienne est le lieu des points dont les po- 
laires concourent en des points situés sur la droite donnée. 
Quand deux des courbes Ÿ — 0, y — 0 se réduisent à des 
droites, la jacobienne est la polaire du point de concours de 
ces droites. à 
Supposons trois coniques rapportées à un triangle con- 
jugué 
a x+b y?+c 3? =0, 
a'x2+b'y?+ cz? =0, 


" 


a"a? + b'y2+ cz? = 0. 
Leur jacobienne sera 


LLUOYECS 

! ! ! 
LP D0C3|=0 ou TYLA=0f 
ax d'y c' 3 | 
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elle se réduira alors à trois droites, à moins que le détermi- 
nant À des coefficients ne soit nul, auquel cas les coniques 
feraient partie d’un faisceau. 

On peut définir la hesstenne d’une courbe le lieu des points 
doubles de la première polaire de cette courbe. 

En effet, s1 l’on considère la courbe 


(1) fr 


sa première polaire sera, pour le point (%5, Jos Z0); 


To. + Vo fe + 30./3 = 0. 


Pour que cette polaire ait un point double, 1l faut que l’on 
ait à la fois 


To f11 + Yofi2 + So f13 = 0; 
(2) À To fai + Yof22 + 20/23 = 0, 
Lo [31 + Vo f32 + Z0./33 = 0; 


l'élimination de xs, Yo 30 fournit bien la hessienne. 

La steinérienne d’une courbe est le lieu des points pour 
lésquels la première polaire a un point double; pour avoir la 
steinérienne de la courbe (1), il faut éliminer +, y, z entre les 
équations (2), ce qui fournit, en appelant n le Rest de f, une 
équation de degré 3(n — 2). 

La cayleyenne d’une courbe est l’enveloppe des droites, 
telles que AB, À désignant un point pour lequel la première 
polaire de la courbe a un point double B. 


XXV. — Sur le nombre des normales que l’on peut mener 
par un point donné à une courbe algébrique. 


L’équation d’une courbe de degré m étant 
(1) = 0; 


l'équation de la normale est 


(2) Re --n Ÿ 20: 
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cette équation, quand on suppose X, YŸ donnés, est celle d’une 
courbe de degré m qui rencontre (1) aux points qui sont les 
pieds des normales menées de X, Ÿ à cette courbe (1). Donc 
on peut, en général, mener m? normales par un point donné 


à une courbe d’ordre mn. 
Mais, si la courbe (1) a à points doubles et r points de 


rebroussement, ces points appartiendront à (2), car (2) est 


ANS 0 0 : ; 
satisfaite quand on a PLRGEs O, De 0; de plus, il est facile de 
0 0Y 


voir que, si le point (x, y) commun aux courbes (1}, (2) est 
un rebroussement de (1), les courbes (1) et (2) y ont même 
tangente. Supposons en effet que le point(x, y) soit pris pour 
origine, les équations (1) et (2) s’écriront sous la forme 
2? fra + 22Y fre +Y?fa2 +... —=0, 
X(Y fe + æ f12) — Y(x fu + y fie) +. 2 =<0 


La tangente à l’origine à la seconde courbe a pour équation 
Y 22 + &f12 = 0, car cette quantité est égale à y fis + fs à 
un facteur près, indépendant de x et y, puisque 


2? fu +22 f12 + J? fre 
est le carré parfait de Vfii x + tr ou, si l’on veut, 
Cfa + 22 fe +Pfn) = filus + for Pl =... 
ainsi par un point donné on pourra mener, en général, 
m—90—3r 
normales. Soit 7 la classe de la courbe : 
n = m(Mm—1)—20—37r; 
en appelant N le nombre cherché de normales, on a ainsi 
N=m+n. 


‘Il y a une exception à cette règle. Soient T le nombre de fois 
que la droite de l’infini est tangente à la courbe, p le nombre 
de fois qu'elle passe par les points circulaires de l'infini : la 
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droite qui joindra le point (X, Y) aux points de contact avec 
la droite de l'infini pourra être considérée comme une nor- 
male qui ne doit pas compter dans Le nombre N: les droites 
qui joignent le point (X, Ÿ) aux ombilics sont aussi des nor- 
males, puisque les droites isotropes sont normales à elles- 
mêmes ; ces normales ne doivent pas compter dans le nom- 
bre N, de sorte qu’en réalité on a 


INC rrTE 71 = lee 2p. 


On peut mener quatre normales à l’ellipse par un point 
extérieur; si l’ellipse dégénère en parabole, on ne pourra 


plus en mener que trois; si elle dégénère en cercle, on ne 
pourra plus en mener que 4 — 9 — ». 


XXVI. — Sur les développées des courbes algébriques. 


On a vu comment on trouvait l'équation de la développée 
d’une courbe; le procédé le plus simple consiste à chercher 
l'enveloppe des normales. Il s’agit maintenant de trouver le 
degré, la classe et les singularités de la développée d’une 
courbe algébrique. | 

Nous généraliserons à cet effet la notion de développée 
comme 1l suit : 

Étant donnés deux points À et B, menons par un point M 
de la courbe S, dont nous voulons étudier la développée, la 
tangente ; soient T le point où cette tangente rencontre AB et N 
le conjugué harmonique de T par rapport à À et B: MN sera 
la pseudo-normale de S en M, l'enveloppe de cette pseudo- 
normale sera la pseudo-développée de S. 

Cherchons en combien de points la pseudo-développée de 
S rencontre la droite AB; soient m le degré de S, à le nombre 
de ses points doubles, r le nombre de ses rebroussements, # 
le nombre de ses inflexions, n sa classe; soient HI PI Ile 
nombres analogues pour la pseudo-développée S'. 

1° Il pourra y avoir un point de S’ sur AB, parce que de ce 
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point on pourra mener deux pseudo-normales infiniment voi- 


sines; deux tangentes infiniment voisines au point M de la. 


courbe proposée viendront alors se couper sur AB, le 
point M sera un point d’inflexion : le nombre #’ se compo- 
sera donc de &. 

2° Il pourra y avoir un point de S’ sur AB si le point M 
est un des points d’intersection de S avec AB; ce point coïn- 
cidera avec M et sera un point de rebroussement, la tangente 
en S'sera la droite AB. En effet, à deux points voisins de M, 
dont les tangentes concourront sur AB, correspondront deux 
pseudo-normales passant par un même point de AB et infini- 
ment peu inclinées sur AB; chacun de ces nouveaux points 
comptera alors pour trois points d’intersection : 2° se COmpo- 
sera donc non seulement de #, mais de 3 m. 

3° Quand une tangente à S passe en À ou en B, la pseudo- 
normale se confond avec la tangente : si la courbe S ne passe 
pas en À, il ne se présente rien de particulier; mais, si cette 
courbe passe en À, le point À n’est plus un rebroussement, 
mais un point ordinaire. 

4° Quand la courbe $S est tangente à AB en M, le point de 
contact M, qui compte pour deux, ne fournira qu’un rebrous- 
sement. 

En résumé, si l’on appelle p le nombre de fois que la courbe 
passe par les points À ou B, 4 le nombre de points de S con- 
fondus sur la droite AB, on aura 


MmM=1i+3mMm 5p;99- 


Supposons que À et B soient les ombilics du plan : cette 
formule aura encore lieu, et la développée aura son degré m/ 
donné par la formule précédente. Mais, p désignant le nombre 
de fois que la courbe proposée passe par un ombilie, 2p dési- 
enera le nombre de fois qu’elle passe par les deux ombi- 
lies, et il conviendra d’écrire 


m=it+3m—3(2p+q) 


Soit n/ la classe de la développée : ce nombre est égal au 
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nombre des normales que l’on peut mener par un point à la 
courbe proposée ; donc 


n=m+-n—(2p +gq). 


Cherchons enfin le nombre z' des points d’inflexion de la déve- 
_loppée. Ces points ne peuvent provenir de points de la courbe 
proposée situés à distance finie, car il faudrait que deux nor- 
males menées en des points infiniment voisins du second 
ordre fussent parallèles. Mais il peut y avoir des points 
d'inflexion à l'infini; si le point correspondant de la courbe 
est un ombilic ou un point de contact avec la droite de l’in- 
fini, en sorte que 
Le DA) 

les formules de Plücker feront alors connaître le nombre des 
points doubles et des rebroussements ; on a en effet 


n=m(m-1)}—20 —37, 


d'— 3(m—2\m—60— 87". 


EXERCICES ET NOTES. 


1. De la Gournerie a appelé triangulaires les courbes représen- 
tées, en coordonnées trilinéaires, par une équation de la forme 


T\/n tu mn 3 TE 
Mo) Cie 


Discuter ces courbes. La polaire réciproque d’une triangulaire est 
une triangulaire quelle que soit la conique directrice. 


9, Si l’on appelle diamètre d’une courbe le lieu des milieux des 
cordes parallèles à une direction fixe, on propose : 1° de déterminer 
l'ordre et la classe des diamètres d’une courbe de degré m; 2° de 
discuter les singularités de ce diamètre; 3° de démontrer que l’enve- 
loppe des diamètres d’une courbe d'ordre nest d’ordre(m—1)(m—2) 
et de classe m7 — 1. 


3. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une courbe 
de classe » est d'ordre m(m — 1) : étudier les singularités de ce lieu. 
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4. Lorsque plusieurs courbes d’ordre m ont m points communs, 
leurs polaires d’un point donné se coupent en un même point. 


5. Discuter les singularités de la parallèle à l’ellipse. 


6. Discuter les singularités des podaires. 
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CHAPITRE IV. 


DES QUESTIONS DE GÉOMÉTRIE DE L'ESPACE QUI DÉPENDENT 
D'INFINIMENT PETITS DU PREMIER ORDRE. 


I. — Coordonnées homogènes. 


Nous représenterons souvent les coordonnées d’un point 


dans l’ lus par mais par rl 

ans l’espace, non plus par æ,y,3, mais par =, +, ©; alors 
æ, Y, 3, t seront les coordonnées homogènes de ce point et 
les rapports de ces quantités à l’une d'elles seront seuls déter- 


minés. Si, dans l'équation d’une surface 


(ice PRE Cr er, 


L 
t 2 
teurs, cette équation se transforme en une autre homogène, 


on change x,y,zen À F et si l’on chasse les dénomina- 


de même degré que (1), 
ACIER 3,t)=0, 


et qui, pour &é = 1, reprend la forme (1). Les points à l'infini 
correspondent à la valeur £— 0 de £. Si l’on remarque que 
toute équation du premier degré en x, y, 3, t représente un 
plan, excepté l'équation qui ne contient que la variable #, on 
pourra convenir de dire que cette équation elle-même repré- 
sente encore un plan rejeté à l'infini ou le plan de l’infint; 
d’ailleurs l'équation { — o est l'équation limite vers laquelle 
converge l'équation 


ax +by+cez+dt=o, 


; ANSE se d d d . 
quand les coordonnées à l’origine — —; — +; — — croissent 
a b C 
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indéfiniment, c’est-à-dire quand le plan représenté par cette 


équation se transporte à l'infini. 

Tous les points à l'infini peuvent donc être considérés 
comme appartenant au plan analytique LES 

Rappelons que tout plan coupe une surface d'ordre m 
suivant une courbe d'ordre m dont une partie ou la totalité 
pourra être transportée à l'infini. | 

. Rappelons aussi qu’une courbe est du degré m quand elle 

est coupée par un plan en mn points situés à distance finie ou 
infinie. | 

Supposons que, par un point de coordonnées %9, Yo: Zv; 
on mène des droites rencontrant la surface représentée par 
l'équation 


(1) Ja, J,2)=0 


à l'infini. En d’autres termes, supposons l’équation (1) algé- 
brique et de degré m; en général, la droite représentée par 


T — Lo VF HE 0 
(2) A ne 


= = — f 
[#2 b C Ù 

la rencontrera en mn points, dont les pe, ou distances au point 
Los Jos 30, Seront données par la formule 


(a f(to+ ap, Yo + bp, &+cp)=0. 


Si cette équation en p s'abaisse au degré 7% — 1, on pourra 
dire qu’elle a alors une racine infinie, et que l’un des points 
d’intersection de la droite (2) et de la surface est à l'infini. 
Si l’on appelle o(x, y, 3) l'ensemble des termes de degré le 
plus élevé dans f(x, y, z), on voit que, pour qu’une droite 
telle que (2) rencontre la surface à l'infini, il faut et il suffit 
que ®(a, b, C)—0, condition indépendante de xs, VIP TS 
qui montre que toute droite parallèle à une droite rencon- 
trant la surface à l'infini la rencontre elle-même à l'infini. 

Les droites qui rencontrent une surface à l'infini sont des 
droites asy mptotiques, leurs directions forment les direc- 
lions asymptotiques; les droites asymptotiques passant en 
Los Vo, 30 forment le cône des directions asymptotiques rela- 


D Le 
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üives à ce point; pour obtenir son équation, on élimine @, b, c 


entre (a, b, c)—o et les équations (2), ce qui donne 


DT TE do e 20.) — 0. 


Le cône des directions asymptotiques porte parfois le nom 


_ de cône directeur. Dans les surfaces engendrées par une 


droite mobile, les droites génératrices de la surface sont évi- 
demment des directions asymptotiques. 


IT. — Tangentes aux courbes gauches. 


- La tangente en un point M d’une courbe gauche se définit 
comme la tangente à une courbe plane; c’est la limite des po- 
sitions que prend une sécante passant au point M, quand un 


second point d’intersection vient se confondre avec ce point M. 


Les équalions générales des droites qui passent par un 


point M d’une courbe ayant pour coordonnées x, y, 5, et 


par un second point ayant pour coordonnées x + Ax,y + Ay, 


2 A3 sont 


X 2: Y— AE: 
() Ab PE Es D): 
\? Z 


Dans toute courbe le 3 est une variable dont l’x et l’y sont 
fonctions; plus généralement, on peut supposer +, y, z fonc- 
uons d’une variable indépendante quelconque €. En multi- 
pliant les équations (1) par At — dt et en supposant que le 
point æ + Az, y + Ay, 3 + Az vienne se confondre avec 
æ, Y, 3, les équations (1) deviennent, pour At — 0, 


X—TUuN—7y | L:-:z 


! l ! 2 


æ #7 3 


z', y', z' désignant les dérivées de x, y, 3 relatives à £. Nous 
remplacerons plus souvent ces équations par les suivantes 


AIN y LEZ = 2 
COAST dc 


que l’on obtient en divisant les premières par dé. 
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Ce sont les équations générales de la tangente à une courbe 
dans l’espace. Si l’on suppose z — #, elles prennent la forme 


Mor + dy 
(2) ASE YTY ES 


Ces équations sont celles de la tangente à la projection de la 
courbe sur les plans des +3 et des y3. Ce qui démontre que 
la tangente à la projection d’une courbe sur un plan est 
la projection de la tangente à la courbe sur ce plan ; ce 
qui était presque évident a priort. | 

La tangente à une courbe gauche en un point M est en 
général la limite des positions que prend une sécante 


quand deux points d’intersection viennent se confondre 
en M. 


En effet, les équations d’une sécante passant par les points 
de la courbe x,, y,, 3, et T2, V2 32 Ont pour équations 


7 " T9 — TX / 
X— = (2-7), VERRE Z 


3) 227 2, 


&82 — Z] Z2 — 31° 


et si x et y sont développables par la formule de Taylor 
limitée à son premier terme, on pourra écrire 


+. dæ  d 
é' et n’ désignant des valeurs de Te? Le pour une valeur de z 


comprise entre 3, et 2, ; les équations de notre sécante s'écri- 
ront alors | 
X—%—(Z— 3}, Y—J1=(Z=zn. 


1 L dx dy 
En passant aux limites et en supposant de plus sr 


continus, on retombe sur les équations (2). Mais cette con- 
£ dx d è : Che 
clusion suppose +, y, Ta} _. continus. S'il en était autre- 


ment, on dirait que le point (x, y, #) est un point singulier 
de la courbe, et notre théorème pourrait cesser d’être exact. 
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Toutefois, ne sont pas considérés comme singuliers les 
; . dx d : ; , ; ’ ; 
points où Fr ou 2 seraient infinis, Si Cette circonstance dis- 


paraît par un changement de coordonnées. Tous les raison- 
nements que nous ferons dorénavant SuUpposeront, à moins 
que l’on ne prévienne expressément du contraire, que l’on 
n'a jamais affaire à des points singuliers. 

Pour exprimer qu'une droite représentée par les équations 


X —x Y—» _ Z— 23, 
3 ME EE EE C 


(3) 


is 


esl tangente à une courbe, il suffira, d’après ce que l’on vient 
de voir, d'exprimer qu’elle rencontre la courbe en deux points 
confondus, ce qui se fera en écrivant que les équations (3) 
et celles de la courbe ont deux solutions communes confon- 
dues, ou, si l’on veut, que les équations en 2, obtenues en 
portant dans les équations de la courbe 


To + AD, Por Op, Zo + CP 


à la place de X, Y, Z, ont une solution double commune. 
(Toutefois il faut bien faire attention qu’une droite rencon- 
ant une courbe en deux points confondus en un point sin- 
gulier n’est pas toujours tangente.) On pourra aussi, et cela 
vaudra mieux, exprimer que la droite (3) coïncide avec une 
tangente, en identifiant les formules (3) avec (2); on a alors 


, LT x a 
T+(L— 3 7 =%+(Z— am), 
LI AN ANERR 
ee) EP CZ) - 


Ces formules devant avoir lieu quel que soit Z, il faudra que 


«a 

Ci = Lo — 3) —; 

4 C 

dy b 

—  —— — — Z - 9 

4 dz 79 ‘ce 
dx dy dz 
NDS PAST 


L. — Traité d'Analyse, 11. 15 
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En éliminant +, y, 3 entre ces équations et celles de la courbe, 
on aura les conditions du contact. 


III. — Plan normal, plan tangent. 


Le plan normal à une courbe au point M est le plan per- 
_pendiculaire à la tangente en M passant par ce point. 

Une normale est une droite perpendiculaire à la tangente 
menée par le point de contact. Le plan normal en M est donc 
le lieu des normales en M. 

Si l’on suppose les coordonnées rectangulaires, l'équation 
du plan normal en æ, y, 3 sera donc 


(X—x)dr +(Y—7y)dy+(Z—z)dz =0. 


Ce plan, en effet, passe bien en x, y, # et il est perpendicu- 
laire à la direction dx, dy, dz de la tangente en ce point. 
Un plan tangent est un plan qui passe par une tangente. 
L'équation générale des plans tangents au point(æ, y, 3) sera 
donc | 
X—x—(Z Met Lo y) —(Z 2 $]-0 


ou, si l’on veut encore, 
A(X—zx)+B(Y —y)+C(Z—3:)=0, 
A, B, C étant liés entre eux par la relation 
A dæ +'B dy + Cdz =0: 

Pour exprimer qu’un plan est tangent à une courbe, il suffit 
d'écrire qu'il passe par une tangente, ou qu'il rencontre la 
courbe en deux points confondus, ce qui se fera en éliminant 
æ et y entre les équations de la courbe et du plan et en expri- 


mant que la résultante en 3 a une racine double [lorsque le 
point (x, y, z)nest pas singulier |. 
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IV. — Plans tangents aux surfaces courbes. 


Supposons que les équations d’une courbe soient données 
sous la forme 


| PACE 4) 0, 


Qi) l (x, y, 3) — 0. 


Cherchons les équations de la tangente au point (x, 7, z). Ces 
équations sont 


| T Y—y ZLy2. 
(2) HERO dy te A 


Um 


mais 1l reste à remplacer dx, dy, dz par leurs valeurs que 
- l’on déduira de (1) après les avoir différentiées, ce qui donne 


| “ VE 38 dy + a Asie oi 

L VX U)4 03 

* 2m | LT PRE ARTE 
ROME CHE 


É : ' = dx d 
Les équations de la langente s’obtiendront en tirant _. el “ 


de (3) pour porter leurs valeurs dans (2), ce qui revient à 
éliminer dx, dy, dz entre (2) et (3). Cette élimination peut 
se faire en remplaçant, dans (3), dx, dy, dz par les quantités 
proportionnelles X — x, Y — y, Z — : tirées de (1); ce qui 


donne 
. A DA SUR A 
(5) Een +2) À Lo, 
, RARES NES MEME SON 
(5) SE Een à Male HÉPrRRe — O; 


telles sont les équations de la tangente. 

L'une de ces équations est indépendante de la forme de 
la fonction j; c’est l’équation (5); l’autre équation (4), qui 
est du premier degré en X, Y,Z, et qui par conséquent repré- 
sente un plan, reste la même quand on fait varier 6 d’une facon 
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quelconque. En faisant varier la forme de 6, on engendre une 
série de courbes situées sur la surface / = 0, et passant en 
x, y, 3; l'une des équations (4) des tangentes à ces courbes 
est donc la même pour toutes ces courbes : elle représente 
donc le lieu des tangentes à ces courbes. Ce lieu est, comme 
l’on voit, un plan; on lui a donné le nom de plan tangent 
en æ, y, 3 à la surface f — 0. | 

L’équation (5) est de même celle du plan tangent à la sur- 
face 0 — 0; on peut donc dire que la tangente en M à une 
courbe, intersection de deux surfaces, est l'intersection des 
plans tangents à ces deux surfaces au point M. 

La notion de plan tangent est si importante que nous allons 
nous y arrêler un instant. Le plan tangent en un point 
d’une surface est le lieu des tangentes menées par ce point 
à la surface. Cette définition ne peut être adoptée que quand 
on a prouvé que le lieu des tangentes est bien un plan. Iln'en 
est pas toujours ainsi, et la démonstration précédente, exa- 
minée avec soin, le prouverait; car, st D, Ÿ et % étaient nuls 

0x 0y 03 


tous trois, elle tomberait en défaut. 
En général, en un point donné d’une surface représentée 
par l'équation f/ = 0,0on n'a pas à la fois 


of Dpt of 


5 0; 0 02 ÉPSTL 


toutefois cette circonstance pourra se présenter, alors le 
point (æ,y,3) est un point singulier. En général, nous 
appellerons point singulier tout point d'ane surface pour 


0g Oz 


0œ dy. 


lequel la coordonnée 3 ou l’une de ses dérivées 


cesserait d’être finie et bien déterminée. 
Lorsque l'équation d’une surface se présente sous la forme 


z—9(v,7) 
ou 
PT, Y)— 2 nn LE 


l'équation (5) du plan tangent prend une forme souvent 
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K 2) 0 ; et dk 03 )z ) 
usilée ; of el of sont égaux à sit AN ue et a eL of 
0x dY 0x 0Y 0x OY 03 


égal à — 1 : on a alors, au lieu de l'équation (4), 


est 


03 Oz 

RTE (NV y) (72 2) Lo 

uk }re 2) 2 ya ) 

ou, en désignant, conformément à un usage très répandu, 


93 z 
par pet dy par g, 


0x 
(7) L—z=piX—-zx)+q(Y—7y). 
Il est clair que cette équation du plan tangent deviendrait 
D Lau vo; L(x Nadle etant rrrda __ oz 
usoire Si au poin ,J', 3) les qua HN 7, 


cessaient d’être bien déterminées. 

On passe de l'équation (7) à l'équation (4) en observant 
que la règle de la différentiation des fonctions implicites 
donne 


of of Pno 007 
De NE dy 0e! 


; k À ) ) ; : 
On voit d’ailleurs que CLEN ce LE ne peuvent être nuls à la 
0x y 03 


; x | : : 
fois qu'en un point singulier, 


Le plan tangent en Æ, J, 3 est le lieu des droites qui, 
Passant en; y, 3, passent aussi par un point infiniment 
voisin de ce point. 


Cette proposition presque évidente peut se démontrer di- 
rectement, en observant que 
SEP OUR ÉD PUY AE 


dx dy dz 


sont les équations d’une droite passant par deux points infi- 
niment voisins (x, y, 3)et(x + dx, y + dy, z + ds). Sices 
deux points sont sur la surface, on a 


ds = p dx + q dy; 
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d'où l’on conclut l'équation (3) par l'élimination de dr, 


dy, dz. 


Le plan tangent est, en général, la limite d’un plan 
passant par trois points, infiniment voisins du point de 
contact, se confondant avec lux. 


En effet, l'équation d’un plan passant par trois points 
2,Y,3; c+hy+k,z+l; & Eh TERME 


est 
X—x Y—7y ZL—3z 
k k l 06 
L' k' 1 


en observant que la formule de Taylor, limitée aux termes du 
premier ordre, donne pour les accroissements let l' de z 
L=phet GK, MERE", 


On a 


L' k  ph+qk |] 


Maultipliant la première colonne par p, la seconde par g et 
soustrayant de la dernière, on a | 


X—æ.Y—y LE PORTES 
h k O | =/0 
h' k' 0 


ou bien, en supprimant le facteur hk'— Ah [ différent de zéro 
siles points (0,0), (,k), (h/,k') ne sont pas en ligne droite |, 
L— 3 p(K—%) qe 


c'est l'équation du plan tangent. 

Cette démonstration suppose A et À développables par la 
formule de Taylor; elle ne s’appliquerait donc pas au point 
(x, y, 3) si ce point était singulier. 
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Le plan tangent à une surface, en un point donné M 
qui n'est pas singulier, coupe cette surface suivant une 
courbe qui présente un point singulier en M. 


En effet, si l’on prend le plan tangent pour plan des xy et 
le point de contact pour origine, l'équation de la surface est 
de la forme 


32= (x, 7); 
la quantité © (x, y) est nulle pour æ— 0,7 — 0, les quan- 
> \ ‘y. D do 2e 
tités p et g, c’est-à-dire + A le sont aussi; car le plan tan- 
gent, qui a pour équation 


P(X 


se réduit à Z — o pour æ —0, y — 0. Ceci posé, l’équation 


z)+q(Y—y)=2—32, 


de la courbe, intersection de la surface par son plan tangent, 
est | 
0 —=V(%,Y). 
Or, sont:nuls DORA 0: donc leiboint/de 
0x 0y à ; 
contact est un point singulier de la section. 
On appelle normale à une surface la normale au plan 
tangent menée par le point de contact. 
Ses équations sont 
TS ns UT ot 


14 q ere 


2 


ou, en supposant la surface représentée par une équation de 
Eiürmef = 0, 


. DO LAUMTE Be 

a CO Um) 
La tangente à une courbe est une droite dont la distance 
à un point de la courbe infiniment voisin du point de 
contact est du second ordre; le plan tangent à une surface 
est un plan qui est à une distance du second ordre d’un 


point quelconque infiniment voisin du point de contact. 
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C’est ce que l’on peut constater géométriquement en obser- 
vant que, si M et Msont deux points infiniment voisins d’une 
courbe et P le pied de la perpendiculaire menée de M'sur la 


tangente en M, on aura MP — MM sinM'MP; or l'angle 


M'MP tend vers zéro, puisque MM! a pour limite Ja tangente 
MP en M; donc M'P est bien du second ordre. Réciproque- 
ment, si M’P est du second ordre par rapport à MM, il fau- 
dra que M'M P soit infiniment petit, c’est-à-dire que la sécante 
MM' soit, à la limite, tangente à la courbe. 

Soient maintenant M un point d’une surface, M! un point 
voisin de M pris sur la surface, M'P la perpendiculaire menée 
de M'au plan tangent. Considérons une courbe passant en M 
et en Met sa tangente située dans le plan tangent; la distance 
de M’ à sa tangente est au moins égale à M'P; or, cette distance 
étant du second ordre, il en sera de même de M'P. Récipro- 
quement, si MP est du second ordre, quel que soit M', le 
plan sera tangent à la section plane passant en M', et par suite 
contiendra une infinité de tangentes à la D cfa 


V. — Nouvelle forme de l'équation du plan tangent. — Conditions 
auxquelles on peut l'assujettir. 


Supposons que, dans l’équation d’une surface 
J(æ, J; z)=0, 


l GIDAT RE l’on ch 
on remplace x, y, z par “ré et que l'on chasse ensuite 


le dénominateur #4 (si l’on peut); on obtiendra une équation 
homogène en #, y, z, t, à savoir 


(1) JE 9, 20) 0, 


laquelle sera identique à f(æ, y, 3) — o quand on supposera 
t— 1 [si l'équation f(x, y, 3) —0o est de forme entière, 
l'équation (1), obtenue en chassant le dénominateur L, sera 
entière et de même degré]. Nous pourrons différentier la 
fonction f par rapport à {; mais, les différentiations elfec- 
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tuées, nous supposerons £— 1. Ceci posé, l'équation du 
plan tangent à la surface (1 ), dans laquelle £ est supposé égal 


“ 


AE, ESC 


of. of nt 
Ce + CY y (Z—a) = 0 
ou 
| of. oo 
(2) X nt dy + Z cv —(z pe + y À NET JE = O. 


Or on a identiquement, en vertu du théorème des fonctions 
homogènes, 
DUO CUT 
Me 7 dy PEN OT bf, 
t. désignant le degré de la fonction homogène f; et, comme 
f(æ; y, z, L)—=0, on tire de là, en supposant { — 1, 


0x dy “oz ES 


Cette formule est une nouvelle forme de l’équation du plan 
langent, qui est souvent plus utile que la forme (2). 


Prosième 1. — Trouver la condition pour que le plan 
représenté par 
ga IX mY+nZ+pT=o 


(où T est supposé égal à un) soit tangent à la surface re- 
présentée par l’équation 


JR Y, 2, T)= 0. 


Pour résoudre ce problème, on peut exprimer que le plan 
coupe la surface en trois points confondus, ou suivant une 
courbe à nœud; mais il vaut mieux Monthee l'équation (1) 
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avec celle du plan tangent 


x OO A LAER VE 


ce 0x 0y 03 


au point (æ, y, z), ce qui donne 


AR MC EU ed 
(5) A DT 93 Or 


‘avec la condition 

(4) RACARE Z, l)—=0, 

qui exprime que le point (x, y, 3) est sur la surface. En éli- 
minant æ, y, 3, { entre (3) et (4), on a la condition cher- 
chée. Pour faire l'élimination, on égale la suite de rapports 
(5)às; on a alors 


df ONCE of of 


(5) = —sl=0o, = —s$m=0" ES SR —=0, RE 
(Has : , z ? P 9 


en ajoutant ces équations, multipliées par LV NOMME EEE 
observant que ; 
2) 0 
FACE )f 0f 


of à. 
de 7 5y UE de DT EE 


(6) Îx+ my +nz+pt=o,; 


équation qui peut remplacer (4). Ainsi la condition cherchée 
s’obüent en éliminant +, y, 3, t, s entre (5) et (6). 

S1, pour faire une application, nous supposons que f— 0 
se réduise à l’équation du second degré 


1 X? <E G227? SE d33 3°? = dy L2 + 2,2TV + 2413023 


(7) 


+ 24 Tt +2 @23V23 + 24, Vt +243,2t=0, 


la condition pour que le plan (1) soit tangent à cette surface 
s’obtiendra en éliminant +, y, z, t, s entre (6) et 


AT + A2Y + 132 + Au t — Ùs = 0, 
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CC qui donnera pour la condition cherchée 


ii Aya 3 Au 
21 oo rs ay M 
31 so 33 A3, NN | — 0. 
ri ya Az dy, 


l m n 


O 


> 


En général, assujettir un plan à être tangent à une surface, 
c’est l’assujeltir à une seule condition, comme on le voit. 
Cependant les équations (3) et (6) peuvent être telles que 
l’on puisse en déduire deux relations distinctes, indépen- 
dantes de x, y,z, entre /, m, n, p. Dans ce cas, les rapports 


l:m:n:p peuvent s'exprimer en fonction d’un seul d’entre 


se es 0 0 
eux, et les formules (3) montrent que les dérivées Pie LA 


0x dy 
se Iles qu'il existe deux relations homogè 
nr sont Lelles qu 1l existe deux relations homogènes entre 
elles. Nous reviendrons plus tard sur cette question; bor- 
nons-nous à faire observer, dès à présent, qu'il existe une 
classe particulière de surfaces que l’on appelle développables 
et telles qu’assujettir un plan à leur être tangent, c’est l’assu- 


jettir à deux conditions. 


ProëzÈème Il. — Trouver la condition pour qu’une droite 
touche une surface. 


On peut exprimer que la droite rencontre la surface en 
deux points confondus; mais, si l’on observe que la surface 
peut avoir des points singuliers, 1l vaudra mieux exprimer 
que la droite en question est contenue dans un plan tangent 
et passe par le point de contact. | 
Soient 

IX+<mY+nZ+pT—o, 
cu) lX+mYnZ+pT—=o 


les équations d’une droite; pour exprimer qu’elle est contenue 
dans le plan tangent au point (x, y, 3, t) à la surface repré- 
sentée par l’équation 

J(T, F3, t)=0, 
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il faudra exprimer que le plan langent 


x y NET IQ LONDON 


de OP De Pr 


passe par l'intersection des plans(1),et que le point(æ, y, 3,1) 
est sur la droite (1). En appelant alors s et s’ deux paramètres 
convenablement choisis, on devra avoir 


0 0 
TE En Dm ER 
0x OV 
0 0 
Tysm+sn 0, 5 + SD SI 0) 
lT+ my +nz+pt=o, læ+my+nz3+pit—0. 


L'élimination de +, y, z, t, 5, s! entre les équations don- 
nera la condition cherchée. 

En particulier, si f(x, y, 3, t) est égal à la fonction du 
second degré &a,,4?+...+9oa3a,zt, on aura pour la con- 
dition cherchée 


AL? 
Ari yo 3 Ar D P' 
L : IMMO SpINEN RER 
LC me RON NEO 
VI. — Coordonnées tétraédriques. 


Désignons par p, q, r, s les distances d’un point à quatre 
plans fixes formant un tétraèdre: soient Z, Y, Z les coordon- 
nées rectangulaires de ce point : on aura 


No dree +y cos + zcosy —"w, 
= 4 > A! fs. RTE U 
() } 2= æCosx + ycos$" + cosy —w!, 


| Tr =æCosx" + y cos$" + z cosy" =", 


$ — T COS a" + y cos B"+ 3 cos y” LS, ma, 


COS 4, cos f, cos y désignant les cosinus directeurs de la nor- 


CE TES 
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male au plan p — o et w sa distance à l’origine, etc. En appe- 
lant &, b, c, d les aires des faces‘ du tétraèdre formé des 
quatre plans en question, qu’on appelle tétraèdre de réfé- 
rence, on à 


(2) ap + bg + cr + ds = V, 


V désignant le triple du volume du tétraèdre de référence. 
Des trois premières formules (1) on peut tirer x, y, 3 en 
fonction de p, q, r sous la forme 


z=Ap+Bqg+Cr—+D, 
(3) y = A'p+B'q+C'r+D", 
Z — A"p Er B"g 5 C'r ns D”. 
Cela est évident; toutefois, on peut prouver directement 
que le déterminant È(Æ cosa cosf" cosy”) n’est pas nul, son 


carré pouvant s’écrire 


| Z cos? Z cosxcoSæ Zcosacosæx” 
| Z cosa cos CA X cos? «a! E cos’ cos x” 


ZE cosacosx” Zcosx cos x” EX cos? &” 


ou, en appelant À, w, y les angles des directions «, f, y; 


[A [A A4 [14 [14 (14 
PUS CES ER 


OVEL COSY COS 
COS y I COS À 
COS COSÀ 1 


ou enfin 
1 + 2 COS À COS 4 COS — cos? À — cos? 114 — cos? y. 


Cette quantité peut s’écrire 


—[(cos À — cos cosy}? + cos? 1 + cos2v — 1 — cos? 1x cos?v 


ou 
— [(cosÀ — cos x cosy)? — sin? sin?y] 


ou 
AU V,., p+v—X, ÀA+i—u., À+u—y 
AS SE Sn À sin —  -. 


A 


Elle ne peut être nulle, à moins que À+ + v— 27 ou que 
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u+y—ÀZzo,...,ce quin’a jamais lieu pour les faces d’un 
trièdre proprement dit;*or À, x, v sont les faces du trièdre 
supplémentaire de celui des plans p —0,q—=0,r—o. 
Ceci posé, si l’on considère une équation 
J(æ, J z)=0, 
elle pourra se mettre, à l’aide des formules (3), sous la forme 
J(Ap+Bg+Cr+D,...)=0o 


ou, en vertu de (2), sous la forme homogène 
D 
JTApP +Bg+Cr+ V (ap + bg + cr + ds), .. }=0: 


Ainsi toute surface peut être représentée par une équation 
homogène de la forme 


(4) P(D, 0, rSÈEOS 


P; g» r, $ sont alors les coordonnées tétraédriques du point 
(æ, y, 3) de cette surface, et l’équation précédente est celle de 
la surface en coordonnées tétraédriques. 

Toute surface peut être représentée par une équation telle 
que (4), mais la réciproque n’est pas vraie; ainsi l'équation 


ap + bg +cr+ds =0o 


ne représente rien du tout, puisque son premier membre, en 


vertu de (2), est égal à la constante V ; néanmoins, on convient 
de dire que cette équation du premier degré représente le 
plan de l’infint. 

Ce que nous avons dit au sujet des coordonnées trilinéaires, 
en Géométrie plane, peut nous dispenser d’entrer, au sujet 
de cette locution de plan de l’infini, dans de plus amples 
détails. 


VII. — Plans tangents en coordonnées polyédriques. 


Il arrive souvent que l'équation d’une surface se présente 


sous la forme 
JP; (ER St) 10) 


Le 
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Ps 9», ++. désignant les distances d’un point (x, y, z) dela 
surface à des plans fixes ou ses coordonnées polyédriques ; 
Péquation du plan tangent prend alors une forme remarquable 
et souvent utile que nous allons faire connaître : on a 


0 _ ap. Y dq. 
JEU 0p dr. 0q HD 


Supposons que l’on ait 


p = æcCosa+ y cos$ + 3 cosy — 5%, 


g =æxcosa +ycosf$"+zcosy —w", 


la formule précédente deviendra 


of _ of 
ss Me Te 


| df 0 
et l’on aura deux formules analogues pour calculer LL de Si 
l’on appelle alors P, Q, ... ce que deviennent p, q, .… quand 
REZ X, y Ÿ, z—"7;, on aura 


COTE NL ) + (2 de 
=Ÿ 
L LX — &) cos + (Y — y) c058 + (Z — 3) cos] 
D -J)cosf+(Z—2)cosyT+.. 


c’est-à-dire 


nue 
ns ns z 
ner 


of 
TARN JA NS q)+.... 


UE ANR 


L'équation du plan tangent prend donc la forme 


Fe ES Po 
op For de q)+...=0, 


et, si la fonction /, ce qui est le cas ordinaire, est homogène, 


Th + o q +... sera égal à f multiplié par le degré de l’ho- 
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mogénéilé, c'est-à-dire à zéro; l'équation du plan tangent 
deviendra alors 


+ — OC. 


p G'USSAR ATEN 
Ÿ dq Or 
Dans le système de coordonnées tétraédriques, on trouve, 
comme plus haut, la condition pour qu'un plan soit tangent 
à une surface; nous ne reprendrons pas ici des calculs déjà 
faIES. 


On peut démontrer relativement aux surfaces un théorème 
analogue à celui que nous avons démontré en Géométrie plane 
et qui est dû à Poinsot : 


Tuéorèue. — Sp, q,r, ... désignent les distances du 
point M à des surfaces fixes P, Q, R, ... (en appelant dis- 
tance d’un point à une surface la normale abaissée de ce 
point sur la surface), l’équation 


LÔD JTE 


représentera, en général, une surface, et la normale au 


of 
op ? 0q 2 
portées sur les droites p, q, ... dans un sens ou dans le sens 


opposé, suivant leur signe. 


t 


pointMsera la résultante de longueurs, égales à 


Soient, en effet, a, b, c les coordonnées du pied de la nor- 
male p sur la surface P; a, b', c' les coordonnées du pied de 
la normale q sur la surface Q, ...; on aura 


of. of dp vaf.da 
0x * opidr px 0q dx 


(1) 


Or 


p= VE Ge DE EE 0), 
(2) dp = = [rade — da)+(7—bXdy — db)+(3—cXd2— de)|; 


mais la direction da, db, de est celle d’un déplacement 
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es : A he 
effectué sur la surface P; tandis que = - #e Te ) 


les cosinus directeurs de la normale p, que nous appellerons 
cosæ, cos $, cosy; on a donc 


æ—a V — b 


3—C 
da + : db + DEC 


el (2) devient 


dp = : [(x— a) dx +(y — D) dy +(:—c)dz] 
= cosa dx + cosf dy + cosydz; 


d’où l’on tire 
ET == cosy. 


La formule (1) devient alors 


of àf of 
Fe "AO 50 CEE ) 


2, 4, w/, ... désignant les angles AUS DEL gr AvÉC 


l’axe des +. On voit que la loncueur 
q 


6907-07 


portée sur la normale à f — 0, et qui a pour projection sur 


OO 


0 . 
l’axe des Le, cel est la résultante de » :-+- portées sur les 
0% 0p° 0q 


droites p, g, ..., car ce que l’on a dit de l'axe des x peut se 
dire pour l’axe des y et l’axe des z. CO ED. 


APPLICATION. — Trouver le plus court chemin d’un point 
à un autre en touchant une surface donnée. 


Prenons des coordonnées tripolaires. Le premier pôle sera 
au point de départ, le second au point d'arrivée et le troisième 
sera quelconque ; l'équation de la surface sera 


CP; 4 r)=0. | 
L. — Traité d'Analyse, II. 16 
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Ce qu'il faut rendre minimum, c’est p + q; on posera donc 


dp + dq =0, 
of Of . Le 
dp dp + dq FE Une 0. 


La méthode des multiplicateurs donnera 


Of Of Of 
op a 0q° or 
or, si l'on veut mener la normale à la surface au point 
où le chemin cherché la rencontre, il faudra porter sur les 
rayons p, g des longueurs égales, sur le rayon r une longueur 
nulle et composer ces longueurs. Cela prouve que la nor- 
male à la surface partage l’angle du chemin cherché en deux 
parties égales et que le chemin en question est situé dans 
un plan ne passant par le point de départ et le point 
d'arrivée. | 
Le chemin cherché serait donc précisément la route que 
suivrait le rayon lumineux réfléchi par la surface, et qui, 
émané du point de départ, aboutirait au point d'arrivée. 


VIII. — Surfaces podaires, surfaces parallèles. 


Soient O un point fixe, S une surface fixe; le lieu des pieds 
des perpendiculaires abaissées du point © sur les plans tan- 
gents à la surface S est ce que l’on appelle la surface po- 
daire de la surface S par rapport au point (NE 


Soient P le plan tangent à la surface S en M, et r le pied 
de la perpendiculaire abaissée de O sur P; ilest facule de 
voir que la normale en + à la podaire passe par le 


milieu de OM. 


L 


Soient, en effet, «, 8,7 les coordonnées de M; x, y, z celles 


de 7; on aura 


(1) ptx—a)+qg(y —8)=23—Y, 


7 OT 
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à NLr2 (4 # PS T2 dy 0. Le 
formule où l’on a posé, pour abréger, p — m9— gg; On aura 
aussi 

T V A 
(2) ss : 
’ P q + 
- ROZ. :: M4 Peu 
Calculons PS À cet effet, écrivons (2) ainsi 
0#A UV 
(3) +23 = 0, Mg, 


et différentions (1) et (3); nous aurons 


dp(xr — 4) + dg (y — B)æÆn(dr— dr) + qg(dy —- d3) = dz — y: 
dx + p dz + 34p—=0, 


dy + q dz + zdq = 0: 
remplaçons d'abord dy par pds + q dB, nous aurons 
dp(x — à) + dg(y — B)+ pdx + g:dv = 43. 
Multiplions are el éliminons dp, dq; nous aurons 
(dr + pas (a ma) (dy + gdz)}(y— 8) — (p dr + q dy — dz) LE 


donc | 
dz — 2 Cm 2)] dr su [gs A —P)] dr 
P(IT—a)+q(y—b)+3z 


ou, en vertu de (1) et (3), 


dz — 


GT à)dr + (27 — 8) dy 
23 —" 


On a donc 


dx(27 —4)+ dy(2y — B)+ dy(23 


1) 9) 


ce qui prouve que le déplacement dx, dy, dz effectué sur 
la surface podaire ou le plan tangent à la surface podaire 


e) 
. ‘ * . . Lo à n 4 . 
est perpendiculaire à la direction x — *, J—Ë:3— 1, qui 
2 À D 


Joint le point (x, y, =) au point (Æ ë 1) milieu de OM, 
X 


CHNORE CD. 
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Soit M un point quelconque d'une surface S, soit MN la 
normale en M; si l’on prend MN — const., le lieu des points 
N sera une surface », à laquelle on donne le nom de surface 


parallèle à S. 
Les points M et N sont ce que l'on appelle des points cor- 


respondants. 


Tuéoriwe. — Les plans tangents en deux points corres- 
pondants de deux surfaces parallèles sont parallèles. 


En effet, soient x, y, 3 les coordonnées du point M appar- 
tenant à la surface S ; soient 2%, y", 3! les coordonnées du 
point correspondant N sur la surface parallèle, / la longueur 
de la droite constante qui a pour extrémités Met N;ona 


L' = x 2 la VE PEU 3'= 3 +0, 


a, B, y désignant les cosinus directeurs de la normale à la 


surface S ; on en déduit 
dx' = dx + ldi, dy'= dy + ld, dz'= dz+ ldy. 


Multipliant la première équation par 4; la deuxième par f, la 
troisième par y, ajoutant el observant que l’on a 


a+ f2+y— 1, 
et par sulle, en différentiant, 
ado + Bd$ + dy 0 
on Irouvera 
adx'+ 8dy'+ y dz'= adx + Bdy + ydz. 


Or la direction dx, dy, ds située dans le plan tangent à S est 
perpendiculaire à %, 8, y; donc «dx + dy +ydz est nul; 
par suite dx + 6 dy +'ydz' est nul aussi; donc la direc- 
tion dx!, dy', dz', située dans le plan tangent à la surface 
parallèle, est normale à %, 3, y; donc enfin ce plan tangent 
est parallèle à celui de S. | C.. QD: 
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IX. — De la transformation par rayons vecteurs réciproques. 


En Géométrie dans l’espace, comme en Géométrie plane, 
deux figures sont transformées l’une de l’autre par rayons 
vecteurs réciproques, quand au point M de l’une des figures 
correspond un point M'de l’autre, tel que la droite MM passe 
par un point fixe O, et tel que l’on ait 


OM.OM'= £2. 


_ kest le module de la transformation, le point O est le pôle. 
Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires du point M; 
— æ,7, z celles du point M’; on a, en posant 


OM=7r, OM=r", 
et en supposant les trois axes de coordonnées passant en (2 


272 2) 2 72 ACER AUD) LD) =/2 
moe LOS 7 NU SM 4 —+ 3 ; 


4: L2 z ie rr° k2 
St % E == , 
g' F4 21 fi r'? r'2 
>| >) 2 
d’où l’on ture 
2x’ 
PES 
et 
k2x' ; kx 
ns RNCS ie 5 ? 
T+ y? 32 a+ y? + 2? 
k2y ; k2y 
(1) 4 ‘, SET 191, Tu POS : ; 5 
DAY 32 + y +2? 
k? 3° D k2z 
ET hors 19 ? PUS se ) 9.2 
ZX RASE TE ES HE MINT CE 


telles sont les formules de transformation. 
Si l’on porte ces valeurs dans l’équation 


ax+by+cez+d=o, 
on trouve 
| é A 
ag" + by + cz + TE (æ2+y2+32)=0; 
EE 
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la transformée d’un plan est donc une sphère passant par 
le pôle. 


S1 l’on fait la même substitution dans 


ax+by+cz+d+(x+y?+z)=o, 
on trouve 


ke? Æ* 
. (ax +by'+ cz) + d+ an (x?+y2+3?)=0 


OU 
R(azx+<by +cz )+ dr?+kt = 0, 


ce qui est encore l’équation d’une sphère. Ainsi : la trans- 
Jormée d’une sphère est une autre sphère, excepté dans le 
cas où cette sphère passe par le pôle; sa transformée est 
alors un plan. 

Il résulte de là que la transformée d’une droite est un 
cercle et que la transformée d’un cercle est un cercle ou 
une droite. | 

Voici un curieux théorème que nous mentionnons à cause 
de ses applications : | 


Taéorème. — Deux courbes ou deux surfaces quel- 
conques se coupent sous le même angle que leurs trans- 
Jormées par rayons vecteurs réciproques. 


On appelle angle de deux courbes en un point commun 
l'angle de leurs tangentes (ou de leurs cordes infiniment 
petites) en ce point; on appelle angle de deux surfaces, en 
un point commun à ces deux surfaces, l’angle de leurs plans 
tangents en ce point. 

Pour démontrer la proposition énoncée, il suffira donc de 
démontrer que, si l’on considère trois points infiniment 
voisins et leurs correspondants, les deux triangles formés par 
ces points sont semblables, car alors leurs côtés se couperont 
sous les mêmes angles. 

Soient deux côtés correspondants MN — s et MN'=— 5; 


soient OM — 7, OM'— 7’; les deux triangles OMN et O'M'N 


D 
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sont évidemment semblables, puisque les quatre points M, N, 
M’, N'sont sur la même circonférence, à cause de l'égalité 


OM x OM'— ON x ON'— #2: 


on a donc 


f° Ë 
ou, en appelant G le rapport DS Gs! : les droites s et s’ 


correspondantes sont donc proportionnelles; deux triangles 
formés par de petites droites, telles que nous venons de les 
considérer, seront semblables. C.10-.FOID: 

_ Ce théorème peut être utilisé pour simplifier la recher- 
che de quelques plans tangents; on peut le démontrer par 


_ Panalyse. 


En effet, supposons que le point (x, y, z) décrive un élé- 
ment ds; le point {x', y, 3’) décrira un élément ds’, et l’on aura 
ds= dx"? + dy"? + dz? 


\ 2 


ONCE 


\ 


nee 
Sr [72 dx — 2xrdr) +(r?dy — 2yrdr}? +(r?dr —223rdr)| 
k | . 
AE rt ds? — 4 r3 dr(x dx + y dy + zdz)+4r'dr?] 
k* À 
= r'dsu— — ds’; 
“ 


ds’ est donc proportionnel à ds; un triangle infinitésimal de 
la figure x, y, 3 aura donc pour transformée un autre triangle 
semblable et par suite ce triangle transformé aura les mêmes 
angles que le triangle primitif; donc deux éléments de courbe 
se coupent suivant le même angle que leurs transformées. 
C0: FD. 


X. — Projection stéréographique. 


Considérons une sphère, un grand cerele et le pôle O de 
ce grand cercle. Joignons le point O à un point M quel- 
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conque de la sphère : la droite OM rencontrera le plan du 
grand cercle en un point » qui sera, pour un œil placé en O, 
la perspective du point M sur le plan du grand cercle consi- 
déré comme tableau. On dit que m est la projection stéréo- 
graphique du point M. 

La projection stéré éographique d’une figure tracée sur la 
sphère est le lieu des projections de ses divers points. Les 
. cartes géographiques sont souvent les projections stéréogra- 
phiques des pays qu’elles représentent. Toutes les propriétés 
des projections stéréographiques découlent du théorème 
suivant : | 


, « k L. e ER L ES VI 
Taéorème. — La projection stéréographique d’une 
tgure tracée sur la sphère est la transformée par rayons 
vecteurs réciproques de cette figure, le pôle étant le pôle 
du grand cercle sur lequel on fait la projection; le mo- 
, 
dule de la transformation est le rayon de la sphère. 


Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstration ; 
mais nous en conclurons que les projections stéréographiques 
des cercles de la sphère sont des cercles qui se coupent sous 
le même angle que les cercles dont ils sont les projections. 
Ces propriétés peuvent servir au tracé des méridiens et des 
parallèles des cartes géographiques. 


XI. — Théorème de Y. Villarceau et ses conséquences. 


Le tore est la surface engendrée par la révolution d’un 
cercle autour d’un axe situé dans son plan; Villarceau a 
remarqué le premier que tout plan bitangent coupe le tore 
suivant deux cercles. 

Soit CO — 0, l'équation d’un cercle situé dans le plan des 3x; 
la surface engendrée par la révolution de ce cercle autour de 
l’axe des 3 sera 


Gi 0 
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C; désignant ce que devient C quand on y change æ en 


Vzx? + 7?; donc: 
L'équation du tore est du quatrième degré 


et, plus généralement, 


| 

D L2 L L . F4 
+ Si l’on fait tourner une conique autour d’un axe situé 
dans son plan, elle engendrera une surface du quatrième 
. 


degré. 


Le tore a évidemment pour ligne double le cercle imagi- 
naire à l'infini, car son méridien, se composant de deux 
cercles, passe deux fois par les ombilics de son plan; un plan 
bitangent coupera donc le tore suivant une courbe du qua- 

2. O  trième degré ayant quatre points doubles, à savoir : 1° les deux 
| ombilics ; 2° les deux points de contact, l’intersection devra 
donc se dédoubler en coniques passant par les ombilics, c’est- 
! à-dire en deux cercles. | 
Transformons maintenant le tore par rayons vecteurs réci- 
proques en plaçant le pôle sur l’axe de révolution; sa trans- 
formée sera encore une surface de révolution, dont le méri- 
| dien sera un cercle; en d’autres termes, la transformée sera 
| encore un tore. Concevons maintenant que l’on mène au tore 
primitif une sphère bitangente; on pourra toujours choisir le 
pôle de manière que, dans la figure transformée, la sphère 
soit remplacée par un plan bilangent qui coupera le tore sui- 
vant deux cercles : ces cercles seront les transformées des sec- 
uons du tore par la sphère. On a donc ce théorème qui dérive 
de celui de Villarceau : 


Un tore est coupé par une sphère bitangente suivant un 
système de deux cercles. 


= 


Quoique cela sorte un peu de notre sujet, nous ferons re- 
marquer que la surface de révolution qui a pour méridien une 
conique est coupée par un plan bitangent suivant deux co- 
niques. En effet, le plan bitangent coupe cette surface sui- 


CU 
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vant une courbe du quatrième degré possédant quatre points 
doubles, à savoir : 1° les deux points de contact; 2° les points 
où ce plan coupe le cercle double engendré par les points com- 
muns aux deux coniques méridiennes. 

La méthode de la transformation par rayons vecteurs réci- 
proques appliquée à ce nouveau théorème fournirait des 
théorèmes sur les courbes du troisième et du quatrième 
ordre qui passent par les ombilies ; mais nous ne nous y arrê- 
terons pas. 


XII. — Des surfaces coniques. 


On appelle, comme on sait, surface conique où cône une 
surface engendrée par le mouvement d’une droite, appelée 
génératrice, qui passe constamment par un point fixe appelé 
sommet. 

Rappelons en quelques mots comment on trouve l'équation 
des surfaces coniques. Appelons à, b, c les coordonnées du 
sommet d’une surface conique; les équations d’une généra- 
trice seront de la forme 


| LE es ZE C 
J —— — — 2 . 
1) = ; ie 
le mouvement de cette génératrice sera réglé dès que l’on se 
. | Ée 4 
donnera une relation entre les rapports F et ; 
AC À 
(2) e(2 F)=0 
\/ «y 
on) | | / 


ou une relation homogène 
7x AN RE KT. 
(9) o(a, P Je 0 


entre &, $, y. L’élimination de «, B, y entre (1) et (2) ou entre 
(1) et (3) donnera l'équation de la surface conique, à savoir 


ds: PR: 
(4) (2 he )=0 


SC ON © 


€ 
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OU 
e(x UM AS De 3—=€C)= 0, 


» 


» désignant dans cette dernière formule une fonction homo- 
gène dex—a,y —b, z—0c. 

Généralement, le mouvement de la génératrice est réglé en 
lassujetussant à rencontrer sans cesse une courbe appelée 


directrice. Si 
(5) J=0),g=0 


sont les équations de cette directrice, l'équation (2) est la 
résultante provenant de l’élimination de x, y, 3 entre (1) 
ét 0). 


Remarque. — L’équation du cône est donc une équation 
homogène entre æ— a, y —b, 3 —c. L'équation du cône 


qui a son sommet à l’origine est une équation homogène en 
2,70, =. Réciproquement : 


* Toute équation homogène en X, Y, Z, ces trois quan- 
lités désignant des fonctions linéaires des coordonnées 
x, Y,z, représente un cône, dont le sommet s'obtient en 
r'ésolvant les équations X — 0, Ÿ —0, Z —o. 


En effet, une telle équation 
DÉX VE 2 0 


est la résultante des équations 


| gCa B, vo, 

E Y / 
SLT RIM 
© P { 


les dernières représentent une droite passant par le point 
HxeX—= 0, Ÿ — 6, Z — 0; l'élimination de x, $, y fera con- 
naître le lieu 5(X, YŸ, Z) de cette droite, qui évidemment 
sera un cône. 

Rappelons enfin que, pour obtenir l'équation du cône ayant 
son sommet à l'origine et pour directrice une courbe donnée, 
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il suffit de rendre homogènes les équations de la courbe et 
d'éliminer entre ces équations la variable introduite pour 
rendre les formules homogènes. 


Tuéonèue I. — Tout plan tungent au cône passe par le 
sommel; et, réciproquement, toute surface dont le plan 
tangent passe par un point fixe est un cône ayant pour 
sommet le point fixe en question. 


En effet, soit 


o 1225400 


l’équation d’une surface conique ayant son sommet en &, b, c; 


: æm—@ y — 0 , 
quand deux fonctions — ne dépendent l’une de l’autre, 


leur déterminant (t. I, p. 105) 


x — rs — D 
o(? CR, ) 
3Z—C 3—cC 


AT, T) 

# e et ex 0.2 Se d3 4 
est nul; on doit donc avoir, en posant . —= D, 5 —= 4; 
| I : æ— 4 y — b 
| 6 PE C }? PTE 
2.) | 0 

| — 0 Frs = Q Line. | 
L Tu cs 
ou bien 
(3) 2 CT Pt 2) GORE 


Cette équation exprime bien que le plan tangent en æ, y, &, 
qui a pour équation 


De p(X— 2) LIENS 


passe en a, b, c. Réciproquement, si le plan tangent au point 
(x, y, z) d’une surface passe par le point @, b, c, entre x, 
v et z de cette surface, on aura la relation (3) qui peut 
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se mettre sous la forme (2), laquelle exprime que le détermi- 


mm 


Tr Re re 
nant de et de — est nul, c’est-à-dire qu'il existe entre 


ces fonctions une relation telle que (2); en d’autres termes, 

la surface en question est un cône ayant son sommet en &, bec. 
COS F2 D. 

L'équation (3) est importante, elle caractérise les surfaces 

coniques, comme on vient de le voir, et porte le nom d’équa- 

tion aux dérivées partielles des surfaces coniques. S1 l’on 


suppose l’équation d’une surface conique mise sous la forme 


(4) (a, y; 5\ 0) 
on en déduit 
NEUF Of KO SHRDOMnQÉE 
PEU 0e os CNRS AT 


et la formule (3) peut s’écrire 


Le À Go a)+ (y b)+ Ets —0)= 0: 


cette formule exprime aussi bien que (3) que le plan tangent 
passe par le point fixe (a, b, c); mais il faut supposer / = 0. 


Tuéorëme I. — Le plan tangent au cône est le même 
tout le long d’une génératrice. 


En effet, soil 


2 
An C 210 


HR 1 )=0 


l'équation d’un cône; différentions successivement celte Équa- 
tion par rapport à æ et}; en faisant toujours 
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D À 2 OUR LAS 
= et de a il en est évi- 


On voit que p est fonction de 


= 
52 75 


demment de même de g; enfin, en vertu de l'équation 
Z2—CcC—p(r—a)—qg(y —b)=0, 

il en est de même de 3 — px — q>y : le plan tangent 
Z—z—piX—zx)— q(Y—7)=0 

a donc ses trois coefficients, p, g, = — px — qy fonctions 


TEA VD SEE É À 
de —— et de “——;, quantités qui sont les mêmes tout le 


long d’une génératrice; donc le plan tangent reste le même 
8 s ) £ 
tout le long d’une génératrice. 


Tuéorëur IT. — Le sommet d’un cône est un point sin- 
gulier. | 
Considérons en effet l'équation d’un cône sous la forme 
J(æ— a, y —b, 3 —c)=0:. 


S1 l’on suppose la surface algébrique, cette équation sera 
une somme de termes de même degré et de la forme 


A(r—a)1(y—6)#{(3 0)"; 


il est bien clair alors que, pour x = a, y = b, 3 = c, on aura 
of Of Of 
= 0 RS SIO FN RS 
0x OV 03 


S1 la surface n’est pas algébrique, on mettra le fait en évi- 
dence en observant qu’en vertu du théorème II le plan tan- 
gent doit être indéterminé. 


ProsLkme. — Jieconnaitre si une surface donnée par son 


équation est conique. 
\ 


S1 la surface est donnée par une équalion toute résolue 
par rapport à £, pour qu'elle soit conique, il faut que s, petgq 
tirés de l'équation de la surface rendent l'équation 


3—C—p(r—a)—g(yn—b)=0o 
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identique en x et y pour des valeurs de a, b, e (p. 252). Si la 
surface est donnée par une équation de la forme 
(1) LUREY, Zz)=0, 


la condition nécessaire et suffisante pour qu'elle soit conique 
est que l’on ait 


of of MOT 


3 (x — SPORE) ER 
(2) Ge e)+ be TL 


<a C)=10 


pour les valeurs de 3 tirées de (1) en fonction de x et), quels 
que soient x et y, pour des valeurs convenablement choisies 
de à, b, c. 

Pour exprimer que la surface représentée par (1) est conique, 
il faudra donc éliminer 3 entre (1) et (2) et exprimer que la 
résultante est identique. 

S1 l'équation (1) est de forme entière, on pourra simplifier 
les calculs en observant que, si elle représente un, cône, les 
coordonnées du sommet devront satisfaire aux équations 
mas 14 CA 


of 
0, =— = 0, = = 
0€ PAT OZ 


62) 0, = 0: 

(Si ces équations ne peuvent être satisfaites à la fois, la sur- 
face / = 0 ne peut être un cône.) Soit a, b, c une solution; 
en transportant l’origine en à, b, ec, l’équation devra devenir 
homogène en x, 7’, 5. 

C'est au fond la marche que l’on suit dans la théorie des 
surfaces du second ordre quand on veut exprimer que l’équa- 
ion du second degré représente un cône, et l’on prouve que, 
si pour une surface du second ordre les équations (3) ont 
lieu, la surface est un cône. 


XIII. — Surfaces cylindriques. 


On sait que l’on appelle cylindres ou surfaces cylindriques 
les surfaces engendrées par une droite ou génératrice qui se 
meut dans l’espace, parallèlement à elle-même. 
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Soient 
(1) | | 


les équations de la génératrice d’un cylindre; celte généra- 
trice restant parallèle à une direction fixe, a et b restent 


constants, & et 8 seuls varient et le mouvement de la géné- 
ratrice sera réglé en se donnant une relation 


(2) o(a, B)= 0 
entre # et 8. La résultante provenant de lélimination de 


et 8 entre (1) et (2) donnera Péquation de la surface; cette 
résultante est 


(3) o(æ—az, y —bz)=0o. 


Ordinairement la génératrice est assujettie à rencontrer une 
courbe appelée directrice; soient 


(4) , JR 0) £ —0 


ses équations. En éliminant x, y, s entre (1) et (4), on obtient 
l'équation (2) qui exprime qué la droite (1) se meut en ren- 
contrant la courbe (4 ): | 

L’équation (3) des cylindres est, comme l’on voit, une-rela- 
tion entre deux fonctions linéaires de x; y, sz. Réciproque- 
ment, on sait que toute relation entre deux fonctions linéaires 
représente un cylindre : c’est ce que l’on peut voir soit par 
une transformation de coordonnées, soit en observant qu’une 
relation telle que 

o(X, Y)—0o 

est la résultante des équations 


Da d'étet o(a, B)—=0o 


et qu’elle représente le lieu des lignes X = 4, Y = 8; et que 
si X et Ÿ sont des fonctions linéaires, X = &, Ÿ = £ repré- 
sentent des droites qui restent parallèles à la droite X = 0, 
210: 
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Taéorime L — Tout plan tangent au cylindre contient 
la génératrice du point de contact et par suite reste paral- 
lèle à une droite de direction fixe. 


En effet, soit 
peer) g(T—az,y—dbsz)—0 


l'équation d’un cylindre. Cette équation établissant une rela- 
uonentre les fonctions x— az, y —bz, on aura (PAROLE) 


(RU s Ye Bs)#, 


(2 
(TX, ) 

re ie Oz. 03 

ou, en appelant p et g les dérivées At 
I — ap — b 
— ag 15 bq 

ou 
(4). ; 1 — Gp — bg = 0. 


Cette équation exprime bien que la direction de la normale 
P; 4; —1est perpendiculaire à la direction constante à, b, 1, 
ou, si l’on veut, que le plan tangent est parallèle à cette direc- 
Uon, qui est celle de la génératrice du point de contact. Il con- 
Uent donc cette génératrice tout entière, puisqu'il en contient 
un point. Réciproquement : 


Laéonèue IL— Si le plan tangent à une surface reste 
parallèle à une droite fixe, cette surface est cylindrique. 


En ellet, soient «, b, 1 des quantités proportionnelles aux 
cosinus directeurs de la droite à laquelle le plan tangent reste 
parallèle ; on aura entre les coefficients directeurs Pr Is —1 
du plan tangent la relation (4), qui peut se mettre sous la 
lorme (3) ou (2), laquelle exprime qu'il existe entre x — az 

‘et y — 03 une relation telle que (1) et par suite que la sur 
face est cylindrique. 

L’équation (4) est caractéristique des surfaces cylindriques; 


Lé— Trailé u’ Analyse, :I. 15 
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on l'appelle l'équation différentielle, ou aux dérivées par- 
ielles des surfaces cylindriques; on peut lui donner la 
forme 


ÉRROIMR EN ALRAE 


F nl Va je 
(5) 03 Le 0x 0Y ? 
Si l'équation de la surface est 


(6) f(&,Y, z)= 0. 
0, %, % de la 


Comme (4), elle exprime que la direction SR 
œ 0ÿ 

normale est perpendiculaire à une direction fixe. Elle peut, 
à l’instar de (4), servir à reconnaître si une surface est cylin- 
drique. 

Pour que la surface représentée par (0) soit cylindrique, 
il faut que z et ses dérivées, portées dans (4); rendent cette 
équation identique pour des valeurs de a et b; ou, si Pon 
veut, que la valeur de z tirée de (6) et portée dans (5) rende 
cette formuie identique, pour cerlaines valeurs de a et b; 
a, b, —1 seront alors proportionnels aux cosinus directeurs 
des génératrices de la surface cylindrique. 


XIV. — Cônes et cylindres circonscrits. 


Deux surfaces sont dites circonscrites l’une à l'autre sui- 
vant une courbe commune C, dite courbe de contact, quand, 
en tous les points de cette courbe CG, elles ont même plan 


tangent. 


Proriiue I. — Par un point donné mener un plan tan- 


, x . SE $ UT oA . 
gent à la surface représentée par l'équation 
(1) IN, 3) —"0: 


Ce problème est, en cénéral, indéterminé ; car la condition 
d'être tangent à une surface est simple (p. 233); ainsi ily 


INFINIMENT PETITS DU 1®* ORDRE DANS L'ESPACE. 299 


aura une infinité de plans satisfaisant à la question. Soient 


Lo ujours 
03 03 

= — CP 
: OY 


et 


l'équation d’un plan tangent à la surface considérée; expri- 
mons que ce plan passe par le point ayant pour coordonnées 
a, b, c. Nous aurons 


) C—æ=p(a—zxz)+q(b—7y); 


La 


( 


celte équation, jointe à celle de la surface, fera connaître 
l’æ, l'y et le z du point de contact: ce point est indéterminé 
de position, et tous les points de la courbe représentée par 
les équations (1) et (2) sont des points de contact également 
possibles. 

Par suite, les équations (1)et(2)sont les équations de la 
courbe de contact du cône circonserit à la surface représen- 
tée par l'équation f = 0, ayant son sommet au point a, b, c. 

En effet, l'équation (2) exprime que le plan tangent à la 
surface en %, ÿ, 3 passe par @, b, c; il est donc le même que 
celui d’une surface conique dont le sommet est en A DNeeL 
dont la directrice est le lieu des points æ, y, z représenté par 
les équations (1) et (2). En d’autres termes, le cône qui a pour 
sommet le point &, b,cet pour directrice la courbe PRINT) 
est circonscrit à la surface. GO. Fe De 

On peut évidemment remplacer l'équation (2) par 


)f ) ) ) 
De, tp pes die Gp 


où l’on suppose + — 1, 4 — 1. 
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L’équation (2) n'étant autre chose que l'équation aux dérivées 
partielles des surfaces coniques, On voit que : | 


L'équation aux dérivées partielles des surfaces coniques, 
dans laquelle on remplace p et q par le pet le q d’une sur- 
face quelconque, représente la courbe de contact d’un cône 
circonscerit à celte surface dont le sommet est le point 
Cri LACS 


Supposons la surface je 0 alsébrique et de degré m, l’équa- 
tion (2) est alors algébrique et de degré m— 1; on peut donc 
dire que : 

Si d’un point donné comme sommet on circonscrilt un 
céne à une surface algébrique de degré m, la courbe de 
contact sera sur une surface d'ordre m—1. 


Cette surface d'ordre m—1 est ce que lon appelle la 
polaire du point a; b, c par rapport à la surface (1). 

La théorie des surfaces polaires d’une surface donnée, par 
rapport à un point, est tout à fait analogue à celle que nous 
avons développée à propos des courbes polaires en Géomé- 
rie plane; nous ne développerons pas cette théorie. 


Prosuèwr II. — Trouver l'équation du cône circonscrit 
à une surface donnée par-son équation 


CE: F3 5) 9; 
et ayant pour sommet le point de cocrdonnées à, b, c. 


Nous venons de voir comment on pouvait trouver les équa- 
tions de la courbe suivant laquelle le cône touche la surface, 
et par suite comment on pouvait trouver une directrice du 
cône; rien n'est plus facile alors que de trouver l'équation 
du cône lui-même. 

Autrement, par le sommet 4, b, faisons passer la dioite 


(5) NES 
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Les génératrices du cône sont tangentes à la surface f — 0; 
car, contenues dans le Pie tangent commun aux deux sur- 
faces, elles sont tangentes à l’une et à l’autre. Exprimons que 
la droite (1) rencontre la surface en deux points confondus; 


pour cela, formons l’équation en p 
JCa+tap, b +8, + yp}= 0. 


Exprimons qu’elle a deux racines égales, en éliminant 5 entre 
cette équation et sa dérivée 


EN 


Ve à Ta UE Na 
nous aurons une équation de la forme . 
(2) MEN D, 


En éliminant &, 6, entre (1)et(2), on aura le lieu cherché, 
c'est-à-dire le cône circonscrit : nous verrons plus loin une 
autre méthode pour résoudre la même question. 

Appliquons ces considérations à la surface représentée 


par lPéquation f — NE (où l’on pose, pour abré- 


DD TT, Lo, fs, Xi —=t—1),ona 


\ of a 0 ; 
f(a+ a, = pe+e(s FN A Æf(4.b,c)=0, 

? désignant les termes du second degré dans f(x, 8, y). 
L'équation dérivée en o n’a pas besoin d’être formée, et, pour 
que l'équation précédente ait des racines égales, il faut que 

Of Op Jf\ 2 

(a + + 6 FAN At 4f(a, b, C)p(&, B, y). 

Cette équation étant homogène en 4, 8, 7, on élimine facile- 
ment ces quantités, et l’on a 


0 d of 12 
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ou 


of Of DAT Of FACE : 
(a +) = 4 f(a, b, c)f(æ, ra) 


Cette méthode fournit souvent des solutions étrangères. 


Pronzème III. — Mener à une surface un plan tangent 
parallèle à une droite donnée. 


En raisonnant comme tout à l'heure, on verra que 


ap + bq =1 
ou 
9) + d LT of 0 
0x OY 03 


est la courbe de contact du cylindre circonserit dont les géné- 
ratrices sont parallèles à la direction a, b, 1 et que tous Îles 
points de cette courbe sont des points de contact admissibles. 

L'équation du cylindre circonscrit peut s’obtenir soit en 
partant de la connaissance de la courbe de contact, soit en 
exprimant que la droite 


= az+p, Y 050 


rencontre la surface en deux points confondus et en cher- 
chant le lieu de cette droite. 


Prosième IV. — Mener par une droite donnée un plan 
tangent à une surface donnée. 


L'’équation de la surface étant f—=, celle d’un plan tan- 


gent est 
0x 


Of )f 5 
X Piyd+rlarg =; 


S1 Lo) Vo Z0 do Et Lis Vis Z1> La SONT les coordonnées de deux 
points appartenant à la droite, on aura 


of. 0f.. 2 0/0 
Poe Jos, ACCRU 
14 of of df 
PSN M 3 Flo ET RE 


L 
L 
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ces deux équations, jointes à celles de la surface, détermine- 
ront les points de contact. Ils sont au nombre de m(m—1)? 
si la surface est algébrique de degré m, et se trouvent sur 
l'intersection des courbes de contact des cônes circonserits 
ayant leurs sommets en Z6, J'o+ So et Li, Vis 21e 

On appelle classe d’une surface le nombre de plans tan- 
gents qu’on peut lui mener par une droite ; si la surface est 
d'ordre m, on voit que sa classe sera au plus m(m— 1). 

Nous verrons plus loin qu'il existe des surfaces auxquelles 
on ne peut pas mener de plans tangents par une droite donnée ; 
mais ces surfaces sont les développables dont il a déjà été 
question, et leur classe se détermine par d’autres considé- 
rations. 

Si la droite était donnée par deux plans, qui la contiennent, 


ANDY cZL +AdT—=0o, AIX HR DN, CL RU 0; 


on aurait les équations suivantes pour déterminer les points 


de contact : 


CDR CG: 1 Ge DIE 
Abc: Gb 
— 0 et — 0. 
OR IERUR of df df 
| 0x dy 03 | OTANOPS QE 
ProszÈme V. — Par un point donné, mener une nor- 


male à une surface donnée. 
Soient 
(1) ë F(&, Vs 4)=0 


LA j DT Sel JMS: De élite n 
l'équation de la surface, 5 ni: ee ee if, 4, 6, y 


les coordonnées du point donné. Les équations de la normale 


sont 
NT AN =) Z— 3. 


RTMPRONE J3 ? 


exprimons que cette normale passe par le point &, f, y; nous 


aurons 


(2) | LE 2 PT 


261 CHAPITRE IV. 
Ces équations, jointes à (1), détermineront le pied æ, y, 4 de la 
normale sur la surface ; les équations (1)et(2) sont de degré m 
en æ, y, = : elles fourniront donc m* solutions; mais, parmi 
ces solutions, il y en a m(m — 1) étrangères à la question, 
ainsi que l'a remarqué O. Terquem (Journal de Liouville, 
L'ésérie LAVER | 

Supposons, en effet, le point (4, 6,7) à l’origine; les équa- 
tions (2) se réduiront à 


(3) LP PA < 

3 RTE Age 

| Ji J2 13 

mais (1) peut s'écrire 

(4) HEAR AODEZ TAC T 0)—...=0, 


et les équations (3), (4) sont satisfaites en posant 


3 = 07. SCT DER O0) 150. 


Les solutions de ces équations, au nombre de »(m —1), sont 
évidemment étrangères à la question, et par suite : 


Par un point donné on ne peut mener que m° — m°+ m 
normales à une surface de degré m. 


XV. — Du contour apparent des surfaces. 


Supposons qu’un observateur ait son œ1l au sommet du 
cône circonscrit à une surface, la ligne de contact lui paraîtra 
délimiter cette surface; aussi peut-on lui donner le nom de 
contour apparent de la surface. | 

Supposons que l’on coupe le cône circonscrit par un plan 
(ou même par une surface courbe); la trace de ce cône sera Ja 
perspective du contour apparent de la surface ou ce que l’on 
appelle le contour apparent de la surface sur le plan en 
question (ou sur la surface). 

L’œil peut être à l’infini : le contour apparent est alors la 
trace d’un cylindre circonscrit à la surface. 
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On considère le plus souvent en Analyse les contours appa- 
rents des surfaces sur les plans coordonnés; ce sont alors les 
traces de cylindres circonscrits ayant leurs génératrices paral- 
lèles aux axes. 

Proposons-nous de trouver le contour apparent de la sur- 
face f(x, y, z)—0o sur le plan des xy. L'équation de ce 
contour sera l’une des équations de la courbe de contact 
d'un cylindre circonscrit et dont la génératrice serait paral- 
lèle à la direction 0, 0, 1; l'équation de cette courbe est, 
comme on l’a vu (p. 262), 


En éliminant z entre cette équation et / —0, on aura la 
courbe cherchée. Donc le contour apparent est l’enveloppe 
des projections des sections parallèles au plan des xy sur 
ce plan. (Cette règle n'est évidemment pas sans excepLion.) 


XVI. — Surfaces de révolution. 


On sait qu’une surface de révolution est engendrée par une 
courbe qui tourne autour d’un axe de manière que tous 
ses points décrivent des cercles ayant leurs centres sur l’axe 
et leurs plans perpendiculaires à l'axe, que l’on appelle l'axe 
de la surface. Ces cercles sont appelés les parallèles de la 
surface. 

L’équation d’une surface de révolution s'obtient en expri- 
mant qu'il y a la mème relation entre la distance r d’un point 
à l’axe et la distance p de ce même point à un plan perpen- 
diculaire à l’axe, qu'entre la distance d’un point de la courbe 
génératrice à cet axe el le plan en question. 

Si, par exemple, on se donne le méridien de la surface, 
c'est-à-dire la courbe suivant laquelle un plan passant par l’axe 
coupe la surface au moyen de son équation 


(1) o( 


6, )=0, 
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l’axe de révolution étant pris pour axe des n, on observe que, 


SI 
PER EE NOTE TER 


= 


À be V 


sont les équations de l’axe et (76, J'0; %0) le point qui était 
l’origine des coordonnées pour l’équation (1) du méridien, on 
aura, en appelant +, y, : les coordonnées d’un point de la 
surface, 


+ VE ro = Carl 


Vi + RASE 
_ A(z—2)+ p(y —Yo)+ v( — 20), 


= ? 


VITE pu? + v? 


l'équation de la surface sera donc 


ARE Er — r)e EN) 


2 meer: RIDE.) s vu 
PRE A ren A Aie VON 


(do) 
1 


Je n’insiste pas sur la manière dont on peut obtenir l’équa- 
tion des surfaces de révolution, ce sujet étant traité dans les 
ouvrages élémentaires; je ferai seulement observer que, si R 
est le premier membre de l'équation d’une sphère et P le pre- 
mier membre de l’équation d’un plan, 


F(P,R)=o 


sera l'équation d’une surface de révolution ; car, quand on sup- 
pose R constant, P est constant; les équations 


R=/Const P = const. 


déterminent une série de cercles parallèles ayant leurs 
centres sur la droite que l’on obtient en abaïssant du centre 
de la sphère une perpendiculaire sur P — o. Cette perpendi- 
culaire, dont il est facile d'avoir l'équation, est l'axe; on en 
déduira facilement le méridien. 


ou 
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est l'équation d’une surface de révolution autour de l'axe 
des 3, le méridien a pour équation : = Ÿ{(x). 
Considérons la surface de révolution représentée par 


3 = f(2?+ y), 


on à 
Oz "(a ” 05 Re 
à na ) DE 2); nt L AV r2 fs 
pren") Kp 2f (a? +7?) 


l'équation du plan tangent est 
so Er) e)2 EX —-r)7 
celles de la normale sont 


KE X y 


FT TMET 7 


l’une de ces équations, celle de la projection de la normale 
sur le plan des xy, peut s’écrire 


(RP CRIE = 0 


ou 
DGA FAT 


La projection de la normale sur le plan des æy passe donc par 
l’origine; on en conclut que : 


Dans toute surface de révolution, la normale rencontre 
l'axe ; réciproquement : si la normale à une surface ren- 
contre constamment une droite fixe, cette surface est de 
révolution. 


Prenons la droite fixe pour axe des Z: les équations de la 
normale sont 


ET = (Z— 5); 


03 | 0 | 
0x OV 
pour exprimer que la normale rencontre l’axe des , il suffit 
d'exprimer que la projection sur le plan des xy 
) Oz 


3 03 
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passe par l’origine, ce qui donne 
03 Ô0z 
 s Re 
OV 
celte équalion peut s’écrire 


(x? + y?, z 


(x, y) 


— O, 


elle exprime donc (p. 168, t. [) que z est fonction de x? + }* 
et par suite que la surface est de révolution. COMMENTE 


XVII. — Conoïdes. 


Un conoïde est, comme l’on sait, la surface engendrée par 
une droite appelée génératrice qui s’appuie sur une droite 
fixe appelée axe, en restant parallèle à un pian fixe appelé 
directeur. 

Dans le conoïde, la distance P d’un point M au plan direc- 
teur est une fonction de l'angle que la génératrice passant en 
M fait avec une droite fixe parallèle au plan directeur; en 
appelant alors U et V les distances du point M à deux plans 


U 
passant par l’axe,ona P—# (+) Quand on prend l’axe pour 


axe des 3 et le plan directeur pour plan des xy, cette équation 


devient 
Je 
(1) ee 
3 étant fonction homogène et de degré o de x et y, on a évi- 
demment 
(5 93 OZ 
2 _ TE 0 
) he 


Si le conoïde est drott, c'est-à-dire si l’axe est perpendicu- 
laire au plan directeur, cette équation exprime que la nor- 
male est perpendiculaire au rayon vecteur projeté sur le plan 
des æy, comme elle l’est à la directrice; sa construction de- 
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vient facile. L’équation (2), lorsque z est l’ordonnée d’une 
surface quelconque, est l'équation de la courbe de contact 
d'un conoïde droit circonserit à cette surface, dont le plan 
directeur serait le plan des æy. Cette équation exprime en 


03 0z \ 
effet que le — et le — de la surface sont les mêmes que ceux 
0x 0Y 


du conoïde qui aurait la série des points communs æ#, y, 2 
avec la surface. 

Si le z d’une surface satisfait identiquement à la relation 
(1), cette surface est un conoïde. Bien que cette proposition 
ne nous soit pas très utile, nous indiquerons la marche à suivre 
pour la démontrer. On changera de variable et à la place de 


y on prendra D; l'équation (2) deviendra alors 


0Z 


2 = 0) 
0x k 


Fr 


ce qui prouve que = considéré comme fonction de x et 7 

] LC 
ne contient pas æ; donc = doit pouvoir s'exprimer au moyen 
de À seul ; donc, etc. 


D'ailleurs l'équation (2) exprime que 3 esl fonction homo- 
gène et de degré o de x et y (voir L. EPP 


XVIII. — Des surfaces enveloppes. 


Considérons une surface dont l'équation renferme un para- 
mètre variable x et,. par conséquent, variable elle-même de 
forme et de position. SOiE 


(1) LME 4)—=0 


son équalion : pour une valeur déterminée de #, cette équation 

représente une surface bien déterminée; mais, « variant, on 

obtient une s‘rie de surfaces formant une famille. 
Maintenant supposons qu ayant attribué à « une valeur 
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déterminée, on lui fasse subir un accroissement dx, on aura 
la nouvelle surface 


(2) FÉRET 2 AR la) =10; 


elle coupera la première suivant une courbe qui pour da = 0 
prendra une forme limite appelée caractéristique. Les équa- 
üuons d’une caractéristique sont (1) et (2) ou (1) et 

; 0 
(3) ci tx = 0 ou PTE 
Si entre (1) et (3) on élimine «, on aura le lieu des caracté- 
ristiques ou l’enveloppe de la surface (1). L’enveloppe peut 
aussi être représenLée par les équations simultanées (THERE 
à la condition d’y regarder 4 comme fonction de x, Pine 
déduite de l’une de ces deux formules. 

Considérons maintenant une caractéristique voisine de la 
première : ses équalions seront 


J{a + di) = 0, J'(a+ da) =0, 


| R 0 s 
en posant, pour abréger, f'(a) — de ou bien 


f(a)+f(x)d1= 0, fa) + (a) dr=0 


en négligeant les termes du second ordre; or la première de 
ces équations est une combinaison de (1)et(3); donc deux 
caractéristiques successives se rencontrent, quand on fait 
abstraction des termes du second ordre. 


Taéorèue. — Les surfaces de la famille (1) touchent 
l'enveloppe, tout le long d’une méme caractéristique. 


En effet, f(x, y, 3, «)— 0 représentera à volonté une enve- 
loppée ou l'enveloppe, suivant que l’on y considérera à comme 
une constante où comme une fonction de x, y, 3 déduite de 


HUE, Æ; a) — 0. 


o. )3 03 
Cherchons le _ et le à de l’enveloppe : appelons-les p et q; 
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à cet effet, différentions f — 0 par rapport à x; d’abord, en 
y considérant « comme fonction de x, y, 3, nous aurons 


HER RU ER PATES ge PE 
A mal JD): 


de là on déduit p : on calculerait g d’une façon analogue. 


0 , ; )] ; AR 
Mais / est nul, car c’est l'équation î — o qui sert de défini- 


tion à &, en sorte que l'équation précédente se réduit à 


résultat auquel on serait parvenu en considérant 4 comme 


) 2 , ; 
constant ; donc le et le — de l'enveloppe et de l’enveloppée 
0x OY 


sont les mêmes tout le long d’une caractéristique; leurs plans 
tangents sont donc les mêmes, et par suite elles sont cir- 
conscrites l’une à l’autre. 


Récirroquemenr : Si une surface mobile 
(1) JL: V3 2 2)=0 


est sans cesse circonscrile à une autre fixe. F = 0, celle-ci 
est son enveloppe. 


En effet, toute surface fixe F — o peut être représentée par 
l'équation 
(2) JL, Y3 5: ?)=0, 
pourvu que ? soit déterminé ie l'identité 
f(æ, y, 319)=F. 


Résolvons les deux équations (1) et(2), l’une par rapport à +, 
l’autre par rapport à 9, les valeurs de « et de w seront iden- 
tiques, et l’on aura « — 9; les formules (1)et (2) ne sauraient 


done avoir lieu en même temps, que si l’on ao — 4. 
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Cela posé, calculons le p de la surface (2): pour cela diffé- 
rentions par rapport à + la formule (2), nous aurons 


0x 03 2 0 


NTI 0f [/ do: do )=0; 
0 (E+Er FC : 


le = de la surface (1) est donné par la formule 
TL , 


RON 
Dr 05 CARTES 


Pour que les valeurs de p tirées de ces équations soient égales, 


Of [do dv "+ 
de \ox 7 032] 


De même, pour que les valeurs de g soient égales, il faut que 


il faut que 


DfTÈD LE OPEN 
(y ta)=s 


or les quantités 


dv 00 do 
; dx 


? 


00 00 do 


YA ONE 


ne sauraient être nulles à la fois, sans quoi l’on aurait 


do do | 
Te AP He dY= do =0) 


et serait une constante : la surface F = 0 se confondrait 
avec une des enveloppées; donc il faut que l’on ail 


Of 
 —9 
do : 
en chaque point où la surface F — o touche les surfaces de 
la famille, c’est-à-dire en chaque point de F = o; donc pes, 
déterminé au moyen de la même équalion que l’enveloppe 


proprement dite des surfaces de la famille considérée. 
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Taéorkme Il. — Toutes les caractéristiques sont tan- 
gentes à une même courbe réelle ou imaginaire. 


Nous avons vu que deux caractéristiques voisines se ren- 
contraient, en négligeant des termes du deuxième ordre par 
rapport à daTes équations de ces caractéristiques sont 


f)=0, fla)=0 f(a)+f(a)da=0, f(a)+f{a)di= 0: 


elles se réduisent aux trois suivantes : 


RO ACT EE EN PCA EETR 


La courbe obtenue en éliminant «, c’est-à-dire le lieu des 
points de rencontre de deux caractéristiques voisines, est 
ce que l’on appelle l’aréte de rebroussement de l'enveloppe. 
C’est à cette aréle que chaque caractéristique est tangente. 

En effet, f — 0, f'— o représenteront à volonté une carao- 
téristique ou l’arête, suivant que « sera constant ou déterminé 
par f”—= 0; différentions f — o et f'— 0 par rapport à z : nous 
aurons, en supposant à variable, 


Of at Ôf IMOENT, da 5 da Li 
LT ETS A 03  da\dx” | dy)” de Er 
“1 Pa ne mL LL OL 10 

pa 


ænet y, dérivées de x et y prises par rapport à 3, auront 
mêmes valeurs au point commun à la caractéristique et à 


l’arête, FE he Fo c'est-à-dire f(x) et f’(x), sontnulsen ces 


points, et, ni trouver l’x’et l'y’ de la caractéristique, il fau- 


re ta 


drait supposer nuls les coefficients de Sr? Ce qui con- 


duit au même résultat. Les an Here des tan- 
gentes aux points communs aux deux courbes sont donc 
égaux, et par suile ces courbes sont tangentes. 


Taéorkme II. — Z’aréte de rebroussement est le lieu 
des intersections successives de trois su'fac2s voisines de 
la famille. 


L. — Traite d’A1alyse, TU. 18 
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En effet, les équations de trois surfaces voisines sont 
f(2)= 0) MCE) 0; f(a+k)=0o 


ou 


Ÿ R2? {1 
FLO OEM) Ener Ce 
k? 
f(a)+ ka) + Re (a) — 0, 
qui, combinées entre elles, équivalent à 
f(a)= 0; f(a)=0,  JAa)æus 
Ces équations déterminent un point de l’arête de rebrousse- 


ment. 


Prosrème. — Une famille de surfaces est donnée par les 


formules 
PCR, Pare te \)=0, 


out a, B, .-., À)=0, NE Pn(a +: > AE 
dans lesquelles le nombre des paramètres v., B,...estégal 


à n +1; trouver son enveloppe. 


Considérons &, 8, ..., À comme fonctions d’un même pa- 
ramètre £ qui sera, si l’on veut, l’une de ces quantités. L’en- 


veloppe aura pour équation la résultante de 


ee O et de af O, 


du, d@, ..., étant d’ailleurs donnés par les équations 


D D Jo 
Ja d'A Se cer di 7 t- HE a À =1O 
Ua 1 te r ; 
(2) D RS EE AE EE CRT SERRES ARE | 
On 09 n On 
PTE da ae 08 18 t À dÀ O 
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Il faut commencer par remplacer da, .. SUCER par leurs va- 
leurs déduites de (2), dans (1), ce qui fournit la résultante 


Re 


(Cf, Dis Da eu 25 On) 
3 « i i i —() 
N} DEAN A 


. Cette équation revient à (1) ou à d/ — 0; les formules ©, — 0 

q 21 ) 
0, ..., ©, — 0 font connaitre «, $, ..., À en fonction 
de €, et il ne reste plus qu’à éliminer £ entre (ONCE 0, 


. . A il f |; . k a) Le ) 
ou, ce Qui revient au même, 1l faut éliminer y D, Y; +. ., A 
7 . «D: 
O0, 0 — 0, . …, 2x —0 et l'équation (3). 
RemarQuE I. — Si la famille de surfaces élait donnée au 


moyen de n équations homogènes entre 7 +1 variables 
&; D, C, ..., on prouverait, comme on l’a fait à propos 
d’une question analogue de Géométrie plane, que l'enveloppe 
s'obtient en éliminant ces paramètres ‘a, b, c, ... entre les 
A +1 déterminants fonctionnels que l’on peut former avec 
les premiers membres des n équations données considérées 
comme fonctions des 7 + 1 variables RDC 


REMARQUE II. — Une famille de surfaces dont l'équation 
est de la forme 
CEA EE 


4 


n'a pas d’enveloppe; aussi faut-il se garder de résoudre les 
équations des familles de surfaces dont on veut l'enveloppe, 
par rapport à leur paramètre. Nous n’insistons pas sur cette 
question dont l’analogue a été traitée en détail eu Géométrie 
plane. 

Nous ferons cependant remarquer encore que, si le para- 
mètre «a entre au premier degré dans une famille de surfaces, 
toutes ces surfaces passent par une courbe fixe, laquelle 
peut être considérée comme leur enveloppe; ainsi, l'équation 
de la famille étant 


CT, Y, 4)+ a WCT, y, ht] 10, 


FRE | Ne Areas NES | 
celle de l'enveloppe est Y(T, J, Z)=0 avec pri IN EE 0 
courbe par laquelle passent toutes les surfaces de la famille. 
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XIX. — Application aux surfaces de révolution. 


Comme application des théories précédentes, cherchons 
l'enveloppe d’une série de sphères ayant leur centre sur l’axe 
des z. 

Ces sphères ont pour équation 
(1) _ _am+p2+(s—y} = R, 
où Rest une fonction de qui caractérise l'espèce d’enveloppe 


à laquelle on a affaire. L’enveloppe s’obtiendra en éliminant 
y entre cette équation et sa dérivée relative à y, à savoir 


0R 


M Te 


De cette équation on tire y — &(z); en portant cette valeur 
dans (1), on trouve un résultat de la forme 


a+ 72 = Y(2); 


l'enveloppe cherchée est donc une surface de révolution 
autour de l'axe des 3, ce qui était évident a priort. 

On pourrait encore arriver à ce résultat en observant que 
l'enveloppe, étant tangente aux enveloppées, doit avoir mêmes 
normales que celles-ci aux points où elles sont en contact; 
orlesnormales aux enveloppées rencontrent le lieu des centres 
de ces enveloppées : ainsi la normale à la surface enveloppe 
rencontre une droite fixe ; cette surface est donc de révolution. 

La réciproque est évidente, et toute surface de révolution 
est l'enveloppe de sphères passant par les parallèles et ayant 
pour rayons les normales à la surface limitées à l’axe. 


XX. — Surfaces des canaux. 


Une surface canal est l'enveloppe des positions d'une 
sphère de rayon constant dont le centre décrit une courbe 
donnée. En appelant v, 8, les coordonnées d'un point de 
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cette courbe, R le rayon de la sphère enveloppée, l'équation 
de la surface sera 


(1) noie (rS (sy) =" R:, 
à laquelle il faudra Joindre 
(2) (a a)2+(y—8)8 + (3 —7)y = 0, 


! / ! re Te nE © 
a, B', y’ désignant les dérivées de a, $, ÿ par rapport à un 
paramètre £ dont «, 5, y sont fonctions. Si l’on différentie (1), 


on a 
(æ—a)(dx —x dt)+(y—8)(dy—$'dt)+(:—y)(ds—Y dt)=0 
Hhenvertu de (2), 
(3) (æ—u)dx +(y —$8)dy +(z—7Yy)dz = 0. 
Cette formule montre que la direction x — x, y —ÿ,53—7 


est normale à la direction dx, dy, dz, c’est-à-dire à un dé- 
placement effectué dans le plan tangent à la surface; la droite 
Jotgnant les points æ, y, 3 et «, 5, y est donc la normale à la 
surface. 

Donc, dans les surfaces des canaux, la normale rencontre 
la courbe fixe décrite par le centre de la sphère enveloppée. 


XXI. — Deuxième espèce d’enveloppes. 


Une famille de surfaces peut dépendre de deux paramètres 
variables. Ainsi l’équation 


PE ENT AT 0 


représente une famille de surfaces. Les trois surfaces infini- 
ment voisines 


DD) 0, à f(x dr, 6)=0,; f(x 6 +d3)=0o 


se coupent.en un certain point, qui, pour du —0,d5—0o,a 
une position bien déterminée. En effet, l'intersection de ces 
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trois surfaces est la même que celle des trois suivantes 


et OCR CUT “op . 
f== 0: ENS EE 0; f+ 56 CES 
ou | 


120 ile LNPe 


en passant aux limites. 
_ Si entre ces trois équations on élimine @, 6, on aura le lieu 
des intersections de trois surfaces consécutives ou ce que 
l'on appelle l'enveloppe des surTa0es 10) 

On démontrera facilement que : 


1° Chaque enveloppée (ou surface de la famille) touche 
l'enveloppe, et que, réciproquement, si une surface touche 
toutes les surfaces d’une même famille, elle est leur enve- 
loppe. 

> Les surfaces enveloppes résultant de l'élimination 
de « seul, ou de 8 seul, ont pour enveloppe l'enveloppe 
fixe, et deux enveloppes de familles différentes se touchent. 

3 Si une famille de surfaces était donnée par des équa- 
tions de la forme 


CIRE ee %, 6, YŸ; aa 0 A) ER 


le nombre des paramètres 4, ..., À étant supérieur de 
deux unités au nombre des relations Pi 0, +. Pr 0, 
on obtiendrait l'enveloppe en éliminant à, f, ..., entre 
les équations proposées et deux quelconques des suivantes : 


A f, Passons Pr) d( f, 1: ...s © ) 


RENE OCR; V0 


— O, 


Il est entendu qu'on pourra faire usage dans les calculs de 
toutes les équations, mais en se rappelant qu’elles rentrent 
les unes dans les autres. 


Enfin, si les paramètres a, f,, ..., ), étant au nombre 
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de nr + 2, entraient dans les équations proposées sous forme 
homogène, on éliminerait ces paramètres entre les équations 


de la forme 
DCS Pis Pos ++. Pn) 
DCS Re A) 


que l’on peut former avec les fonctions /, © et les variables 
4, B,Y,0,...; quelques-unes de ces équations, bien entendu, 
rentrent dans les autres. 


XXII. — Des surfaces polaires réciproques. 


Etant donnée une surface du second degré par une équa- 
tion en coordonnées homogènes 


(1) } DE MRRRC) 0, 


le cône circonserit ayant son sommet en 6, n, Ç, + la touche 
suivant son intersection avec la surface polaire, représentée 
par l’équation 


» JP 3 AN T ASRE 27 1 


(2) ° 0x onde dr dr © 
que l’on peut aussi écrire 

Of Of Ar Te 
G) + nine ONU PO 


et qui est dans le cas actuel un plan. Ce plan est dit le plan 
polaire du point ( (Ë,T Gi €, 7). La forme de l'équation (2) montre 
que, si le point (£, n, 6, 7), que l’on appelle aussi le pôle du plan 
(2) ou (3) décrit un plan, son plan polaire (2) contient un 
paramètre au premier degré et passe par un point fixe, et 
réciproquement. De même, si le pôle décrit une droite, le 
plan polaire passera par une droite, et réciproquement. Ces 
droites sont dites polaires l’une de Pautre. 


Cela posé, étant donnée une surface quelconque 


(4) o(T, y, gi t)=0, 
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cherchons par rapport à la surface (1) l'enveloppe des plans 
polaires de tous les points, nous obtiendrons ce que l’on 
appelle la polaire réciproque de la surface (4). Pour trouver 
cette polaire, il faudra chercher l'enveloppe du plan 


OPA T Of) POTTER 


GE A ETES 


sachant que l’on a 


(5) u(6, ; Cr t}e0: 


4 


Si nous écrivons l'équation du plan sous la forme 
(6) ë REA 


on voit qu'il faudra éliminer E,n, Ç, ventre les équations (5), 
(6) et les suivañtes, obtenues en égalant à zéro les détermi- 
nants des premiers membres de (5) et (6), 


0 0p CA CA 
dE on JT: lat 
| — O, —= O, 
of of f 
0x dy 0% 023 


lusieurs de ces équations, bien entendu, sont supertlues ; on 
peut les écrire 


.f _0p.0f _ de, df = dp of 
‘0 One .0y NM ot OS NOR 


0 
(7) . 


Ces équations comprennent l’une des équations (5), (6), car 
on peut écrire à leur suite le rapport 
dv 0 09 00" Of Of Of | Of 
ÉRREUr ARTS, AE D De A TS ET PCR EE Le A sb 
et l’on peut dire que la surface polaire que nous cherchons 
s'obtient en éliminant £, n, Ç, + entre (6) et (7) ou entre 
(7)et (5). 
Maintenant cherchons le lieu des pôles des plans tangents 
à la surface (4). Pour avoir le pôle d’un plan 


Ax+By+CGz+Di=o, 
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il suffit d'identifier son équation avec le plan polaire (3) du 
point 6, n, 6, T;ona alors les équations suivantes pour déter- 
miner le pôle 


Pop Los di rof 


ARE ane CG JEU D'or 


ou, en changeant 6, n, 6, Ten *,ÿ;,5,t, 


rene duio 
ADAM 07 C0 7 DV 


Le plan tangent à la surface (4) est, en appelant Cine Onteles 
coordonnées du point de contact, 
DU Ÿ 0p ce 4 


HZ HT 
dE 01 OÙ OT 


et son pôle sera donné par les formules 


RES CUT QU SUR: 


Où dE dy On 03 0 ct 
Pour avoir le lieu cherché, il faudra éliminer les coordonnées 
£, n, Ç, rentreces équations et c(Ë,n, 6, T)—0; or ces équa- 
tions sont identiques à (5)et (7) qui nous ont fourni la po- 
laire réciproque de © —0; donc toute surface pouvant être 
considérée comme l'enveloppe de ses plans tangents est 
l'enveloppe des plans polaires des points de la polaire réCI- 
proque : elle est donc à son tour la polaire réciproque de 
celle-ct. 
Si l’on égale la suite des rapports (7) à set si l’on fait 


o— AE + An? AC + 2Brt 


A 
+oB'tt +aB'En+aCEt+2Cn+oC't+D, 


A, B, ... désignant des coefficients constants, on aura 


1/4 0 
NO AR One Le 
0x 


Marne 0) ele fin de denis Vvre)e eee, cuege er ? 
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En éliminant &, n, 6, 7, s entre ces équations et (6), on aura 


Se AR EE 


0x 
uen 
dy 

BE BAATR OT Le = 0% 
03 
! L/4 of 
CRC ECS) r 
DFA OSEO TEE à 


0x dy 03 ot 


Telle est l'équation de la polaire réciproque d’une surface du 
second degré. Si la surface (1) est la sphère 


+ yi+ 22 + 42 —=0, 
l'équation de la polaire réciproque devient 


ANEBA RENE 


æœ 
BL A AD OCR 
B' BANC, 
CCC CORRE 
RS RIDE en 29 ‘ 


On voit que la polaire d’une surface du second degré est du 
second degré. La polaire d’un plan est un point. En général, 
la surface polaire de © — o sera d’un degré supérieur au degré 
de ©; mais il est facile de voir que ce degré est précisément 
égal à la classe de ©. En effet, à tout point d’une figure cor- 
respond un plan polaire: si donc on considère une droite 
rencontrant la surface 6 —o en m points, à ces z»# points 
correspondront m plans tangents dans la surface polaire, 
passant par la droite polaire de la droite proposée; donc, 
par une droite on peut mener autant de plans tangents à une 
surface qu'il y a d'unités dans le degré de sa polaire réci- 
proque. GONE 
Quand la surface f — 0 se réduit à une sphère réelle, il 
existe un moyen géométrique fort simple de construire la 
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polaire réciproque d’une surface donnée. Soit M le point de 
contact de la surface © et de son plan tangent MAB dont 
nous représentons seulement la trace sur un grand cercle de 
la sphère; soient S le sommet du cône circonscrit suivant 1 


Fig. 35. 


cercle AB de la sphère, et OS la droite qui joint le centre de 
la sphère au sommet du cône, pôle du plan MAB; S sera un 
point de la polaire réciproque de : — 0. 

Soit P Le point où OS rencontre le point ABM; on aura 


OPHAOSERS, 


R désignant le rayon de la sphère. Donc : 


Pour avoir le point S de la polaire réciproque de & — 0 
correspondant au point M de 9 — 0, menez le plan tangent 
en M à —o et du centre de la sphère abaissezs une per- 
pendiculaire OP sur le plan tangent, prolongez cette per- 
pendiculaire d’une longueur OS, telle qu’on ait 


OP x OS = R?. 
Le lieu du point P est ce que l’on appelle la surface podaire 


de © — o par rapport au point O. Donc : 


La polaire réciproque d’une surface $ — 0, par rapport 
à une sphère de rayon R, est la transformée par rayons 
vecteurs réciproques de la podaire de cette surface par 
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rapport au centre de la sphère, et le module de la trans- 
formation est le carré du rayon de la sphère (p. 245). 


XXIII. — Digression sur les surfaces apsidales. 


Considérons une surface $S. Par un point fixe O, faisons 
‘passer un plan P; il coupera S suivant une certaine courbe C. 
Soient OM une normale à cette courbe menée par le point O, 
M le pied de cette normale. Par le point O, menons une 
perpendiculaire au plan P et, sur cette perpendiculaire, pre- 
nons OM'— OM. Le lieu du point M, quand on fait varier 
le plan P, est l’apsidale de la surface S, relative au point O. 

Soient x, y, 3 les coordonnées du point M; x!, y!, z! les 
cordonnées du point M’, par rapport à trois axes rectangu- 
laires passant en O. Soient dx, dy, dz les composantes d’un 
: déplacement infiniment petit effectué à partir du point M sur 
la courbe C; Ôx, dy, dz les composantes d’un déplacement 
infiniment petit effectué à parür du point M sur la surface S, 
mais perpendiculairement à dx, dy, dz. On aura 


(1) a+ yi+ 3 = 2x2 + y2+ 22, 
2102) æ' dx + y'dy + z'dz = 0, 

y SE D DEEE 

(1) TL + VY'+ 23 à 0. 

(5) ôx dx + ùy dy +53 CE O) 


La première de ces équations exprime que OM = OM’; la 
seconde exprime que OM est perpendiculaire à la direction 
dx, dy, dz qui est située dans Le plan P; (3) exprime que OM 
est normale à la courbe C; (4) exprime que OM! est normale 
à OM, qui passe par son pied dans le plan P; enfin (5) exprime 
que les directions dx, dy, dz et dx, dy, z sont perpendicu- 
laires. Quand le point M décrit le chemin dx, dy, dz, nous 
supposerons que le point M’ décrit le chemin dx’, dy, dz'; 
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quand le point M décrit le chemin Ôx, 0, ds, nous suppose- 
rons que le point M' décrit le chemin Ôx', dy", 0z/. 

Les formules (1) et (4) donnent, en les différentiant, 


(6) x dx + y dy + 2dz = x'dx'+y'dy + "ds; 
7) mode +yôoy +203 = xd + yo + z'Ôz", 
(8) x dx'+y dy'+:dz — — x'dx —y'dy — 3'dz, 
(9) eôr +yèy ads = — dx —y'oy —32'ès; 


en comparant (2) et (8),ona 
(10)  xdr'+ydy +z3dz=0. 


La symétrie des formules (1), (2), (3), (4) et (10) montre 


que la surface S peut se déduire de S/ comme S’ s’est déduite 


de S; donc : 


SiS! est l’apsidale de S par rapport au point O,S sera 
aussi l’apsidale de S' par rapport au méme point. 


Les formules (2) et (3) donnent 


dr dy dz 


— ——"— — 


ya —2y 2x xy — Yx'? 


et, par conséquent, 
(11) dx : dx'= dy : dy' = ASS 


Les directions dx, dy, ds et dx', dy', dz' sont donc pa- 
rallèles, et, par suite, on a, en vertu de(2}, (3), (9), 


x'dx'+ y'dy' + z'ds =», 
z dx' + y dy + 3 ds =0, 


dx dr'+ èy dy'+ 03 ds" = 0; 
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mais on a l'identité 


D dx de Ÿ dx'ôx' > da'dz Ÿ dx'Ôx 
| SN (dy dz'— dy'dz)(dy 03 — dz dy). 


Or Ÿ'ar ôx est nul, en vertu de (5), et dy dz'— dz dy' est 


nul aussi, en vertu de (11); donc il reste 


à dx dx' à TÔT —0, 


et, comme Ÿ‘4x dx’, en vertu de (11), n’est pas nul, ona 
sd 


N [RSES ni NULLE NE, 
OT OT + 0 0Y + 0303 = 0. 


. . EN OS . . SES 
La direction dx, dy, ds est donc perpendiculaire à dx!, 
0} u0mr 


On a aussi l'identité 


QU . 
Var dx! Ÿ' 5x 8x — Ÿ dx œ Ÿ dx'èx 
pe” cd sd 
— D (dy Ôs — ds 0y)(dy'dz'— ds oy}; 
mais le premier membre de cette identité est nul, comme on 
vient de le voir; le second l’est donc aussi: donc les direc- 
tons dy Ôôs — dzôy, ..., et dy/z!— dz'0y!, ... Sont rec 
tangulaires, ce qui montre que : | 


Les plans tangents en deux points correspondants de 
deux surfaces apsidales sont rectangulaires. 


En s'appuyant sur ce théorème et sur le dernier théorème 
du paragraphe précédent, on voit facilement que : 


La polaire réciproque de l’apsidale de la surface S, par 
rapport à une sphère ayant son centre en O, est l’apsidale 
de la polaire réciproque de cette surface. 


L’apsidale d’un plan est un cylindre de révolution. 
L’apsidale d’une surface de révolution est de révolution. 
L’apsidale d’une sphère est un tore. 
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Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ces théo- 
rèmes (Cararan, Bulletin de l’Académie royale de Bel- 
gique, 1809). 

Nous allons chercher l’apsidale de l’ellipsoïde par rapport 
à son centre; cette surface, trèsimportante en Optique, porte 
le nom de surface des ondes. 


XXIV. — Surfaces des ondes lumineuses. 


Considérons l’ellipsoïde représenté par l’équation 
£ x? y? g2 
(1) en nec ls er 
a? b2 c2 
Coupons-le par un plan central 
LUS) lx+ my +nz—o, 
(3) [2 + m? +in? =; 


soit p l’un des axes de l’ellipse déterminée par la section (2); 
l'enveloppe du plan parallèle à cette section située à la dis- 


NULS | 
tance + de cette section est ce que l’on appelle la surface des 


ondes (k désigne une constante). 
Cherchons l'équation de cette surface : l'équation qui 
donne p est (p.360, t. |) 


[2 m? n? 


Pa question est alors ramenée à la suivante : Trouver l’enve- 


loppe du plan 
(4) lx+ my +nz—k?v =, 
sachant que 


(5) + mi+ n?=1, 


(6) : Ÿ HLRre 05 
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, I ne L 
en posant, pour abréger, a = = D, = = CU e. Pour 
trouver cette enveloppe, il faudra éliminer /, m, n, 6 entre 
ces équations (4), (5), (6) et les suivantes, obtenues en éga- 
lant à zéro les déterminants fonctionnels des premiers mem- 


bres de ces équations, à savoir 


l2 { I | I 
| (7) (mz— den SE = mnk? Cr A AS à) ; 


L I 
(8) (nx — lz Dern = ni (ee =) 


I ï Ÿ 


« [2 
Pet : PRBEOAT RE, = 1.2 Les Ù 
RME Lo Dr Imk (r- 3 mr — vi) 


Si l’on élève ces équations au carré et si on les ajoute en 


posant R?= x? + y? 3?, on trouve 


[2 Ft 
(10) Den F4 PCR? Xp) 


En mulupliant (8) par — n° t (9) par 5 - et en ajoulant ces 


équations avec (6), on a 


nee (ai = pa} hat eee 


d’où l’on tire, en vertu de (10), 


(LR EST Y APR 1: 1 
CE To(R?— #tp2) ar pr? 
et, par suite, 
& .Mx 
2 pr NN RARS 


Multipliant cette équation par x etajoutant avec ses analogues, 
on trouve 


«2 DRE Dr 
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d’un autre côté, de (11) on tire, en multipliant par x et en 
ajoutant celte équation avec ses analogues, 


lx 
De > = —/?; 
a? — p2 


(12) devient alors 


x? y? z2 


R2 — ta? re R?— Xp? LA Rx? 


En posant 
P 


cette équation devient 


m2 r2 
x : 


I 


“En — I 


E 9 9 D Û D € 5 + Un : ñn b a. 4 
Nat yt+ 7 BB? 24 pr 21 C2 


ou bien 


(æ? + y? + 32)(A2x2 + B2y2 + C?z?) 
GB) À pare ce pr(ar+ y: 
+ C2(A2+ B2)z2] + A2B?C? — 0. 


Cette surface possède seize points singuliers dont quatre sont 


réels et ont pour coordonnées ASE C) 


AR: | Br 
0, VERT ae 


les points imaginaires ont des coordonnées qui se déduisent 


de celles-ci par des permutations tournantes; enfin quatre 
autres points situés sur le plan de l'infini appartiennent à la 
fois à un cercle et à une ellipse. 


XXV. — Nouveau point de vue sous lequel on peut envisager 
la surface des ondes. 


St, par le centre de l’ellipsoide considéré au paragraphe 
précédent, on mène une section plane, puis que l’on 
élève par le centre de l’ellipsoide une perpendiculaire à 
L. — Traité d'Analyse, TI. 19 
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cette section égale à l’un des axes de la section, le lieu des 
extrémités de la droite ainsi menée sera la surface des 
ondes. 

En effet, en conservant les notations du paragraphe précé- 
dent, les coordonnées d’un point de la surface seront données 


par les équations 
(1) DR: Y= me; Z=MT 


pour avoir l'équation du lieu, il faut éliminer /, m, n, p entre 
ces équations, l’'éc uation aux axes de la section, à savoir 


l2 m? n? 
4 ME — 0, 
(2) f 1 I I I T 
a? p? b? p? c? p? 
Je - 
et l’équauon 
(3) + m'+n?=u.: 


Or on tire de (1) et (3) 
a? 
m+p+esp, PE x 


en portant ces valeurs dans (2),ona 


m2? x <? 

ne Pere ET AP 
a? + y? + 2? a+ y? + 2? a? + y? + 2? 3 
a? LUTTE OC NE 


et, en chassant les dénominateurs, puis en supprimant le fac- 


teur commun æ? + y? + 3°, 


(aa yat 2) (4? DEP 0e 2°) 
(4) — [at(b2+ c?)x? + br(a? + c?)y? + ci(ai + D2)3?] 


4 db2c? = 0: 


Cette équation ne diffère de l'équation (13) du paragraphe 
précédent que parce que À, B, C y sont remplacés par à, b, c. 
Si l’on voulait que la surface (4) füt identique à la surface (15) 


du paragraphe précédent, il faudrait la faire dériver d’un ellip- 


.. . . k2 -K? Kk? 
soïde ayant pour demi-axes non plus a, D, c, mais = Ar 
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Il est facile de voir que les deux surfaces de l’onde ainsi 
obtenues sont polaires réciproques l’une de l’autre par rap- 
port à une sphère concentrique et de rayon k. En effet, la 
première surface des ondes est l'enveloppe d’un plan P situé 


. oO 72 , . Êr 
à la distance à — Fe du centre de l’ellipsoïde (1) du para- 


graphe précédent que j'appellerai E; la seconde surface a ses 
points sur la droite le long de laquelle on compte la distance 
0 — p du centre de l'ellipsoïde E. On a donc 50 — Æ?; cette 
relation détermine précisément les points de la polaire réci- 
proque de la première surface par rapport à la sphère de 
rayon un. 


Donc la surface des ondes qui est du quatrième degré 
est aussi de la quatrième classe et il est facile d'obtenir 
sa polaire réciproque. 


Un mot encore sur la surface des ondes : si l’on fait 
(5) a+ Yi+ 32= À, 
(6) a22+ by2+ cz — pu, 
Q(0? + C2) + b?(c2 + a?)y2 + c2(a2 - b?) 32 = Ju + a?b?e?, 


l'équation (4) est satisfaite; on peut donc exprimer les coor- 
données d’un point quelconque de la surface des ondes au 
moyen de et . En résolvant les équations précédentes et en 


posant 
A > b?c?( D? — ç?), 
on trouve 
POSE DT | "- 1 
Me sr (À at) (he bre): 
A 
a'— c?2 . . ASS 
a PA b?}?(u — a? c2?)?, 
A 
& = 4/2 (À — c}?(u — ba?);; 
0x 0x 


on peut constater que — 0, ce qui prouve que les 


où Ôp 
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courbes d’intersection de la surface des ondes avec les sur- 
faces (5) et (6), où À et pr sont constants, se rencontrent à 


angle droit. 


XXVI. — Surface apsidale de l'ellipsoide. 


L'analyse du paragraphe précédent montre que la surface 
des ondes est une apsidale d’ellipsoïde relative à son centre. 
Cherchons directement la surface apsidale de l’elhpsoïde 


8 
LE] 
Lo 


V g2 


Te 


| 


(1) - 


1 


à 


par rapport à son centre; entre les coordonnées x, y, z d'un 
point de l’ellipsoïde et les coordonnées du point correspon- 
dant x’, y’, 3! de l’apsidale, on a alors les relations (p. 284) 


(2) xr'+yYY +43 = O;, 
(3) a+yryat= a+ pit 2 


et, en exprimant que la normale à l’ellipsoïde est dans le plan 


qui contient l’origine et les points x, y,% et x, RU 


> nn US 4 AA | 14 1 y! y) Ë = 
(YA UE + (az — Ts) 7; + (XY —YT) à Te 


Cette équation peut s’écrire 
(4) x'Vz FEAR PP Nu et ; = I 
: TE \pe z) 1 HN 3 JG NES 


Si entre (1), (2), (3), (4) on élimine x, y, 3, on aura l'équa- 
| ? 


tion de l’apsidale. Si l’on fait 
r=a+y+s= 247220 
(27 el (4) donne:ont 
a? r! by c2 g' 
AP D POULET UESSS 


€ f& D E 
a x'? by"? c23 


ie ue RE =: _.) ! (ar y EEE 


ri — a? r? à r— C?) 


D 
CS 
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done, en vertu de (2),ona 


19 5 15 
dar 2 b?y 2 ce? Z 


r— a  r—0? r?—0c! 


c’est l'équation de l’apsidale cherchée et l’on reconnaît une 
surface des ondes. 


XXVII. — Sur les enveloppes des courbes gauches. 


Deux équations de la forme 
ue V3) d) —0, VRP ZI die O0 


représentent ce que l’on appelle une famille de courbes dans 
l’espace. Chaque valeur de a fournitune courbe particulière ; 
mais, en général, une courbe quelconque, 


(1) PCT, Yi & 4) 0, WCT, J, 4, à) — 0, 
ne coupera pas la courbe infiniment voisine 
(2) o(T, Y, Z, a+ Aa) —o, U(æ, y, 3, a + Aa) = 0, 


de sorte qu'il n’existera plus, comme en Géométrie plane, de 
lieu d’intersections successives. 

Quoi qu'il en soit, si, en bornant les approximations au 
premier ordre, c’est-à-dire en remplaçant les équations (2) 


par 


(3) ae où td Red 
[44 (2 


les courbes (1) et (3) se coupent, le lieu de leurs intersec- 
tions portera le nom d’enveloppe. Pour qu'il y ait, à cet ordre 
d’approximation près, intersection, il faut que les formules 
(1) et(3) soient compatibles ou, ce qui revient au même, que 
les suivantes le soient 

He. 


(5) Ma He ee Sets FT TUE 
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en éliminant æ, >, = entre ces équations, on devra donc avoir 
une équation identique (quel que soit &). 

Supposons cette condition remplie; l'élimination de «a 
entre les trois équations auxquelles se réduit le système (4) 
fournira ce que l’on appelle l'enveloppe des courbes consi- 
dérées. | 

. L’enveloppe est tangente à toutes les courbes de la famille : 
en effet, les équations 9 — 0, # — 0 peuvent être censées 
représenter l'enveloppe, si l’on y considère «a comme Uuré de 


ere à A K 
l’une des équations équivalentes =. ne “ — 0; et il est 
. . d dx À a 
facile de voir que Se et ont les mêmes valeurs, que @& soit 
: 90 où 
constant ou donné par les formules = 0 ou -* = 0. 
0a da 


_ Réciproquement, si les courbes (1) sont tangentes à une 
même courbe, cette courbe peut être considérée comme leur 
enveloppe. En effet, soit 


E(&, 30e 


le lieu des courbes données, la courbe tangente doit les ren- 
contrer toutes, et le lieu des points de contact est sur F— 0; 
on peut donc le représenter par F = o et par une équation 


telle que 
HEASETAN AE T : 


appartenant aussi aux courbes de la famille ; seulement, pour 
la courbe tangente, a sera une fonction convenablement 
choisie de æ, y, z. Or, pour que les dx, dy, dz soient les 


| SL | RER 
mêmes, que a soit variable ou constant, il faut que Sa = 0: 


la valeur de a fournie par cette équation est celle qui convient 
à l'enveloppe. Comme application, cherchons la condition 
pour que la droite 


(1) T=az+p, y = bz+q 
touche une courbe. Il faut que les équations 


o—zda+dp,  o—=3db+dq 
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soient compalibles avec les proposées, ou que 
da dq — db dp = 0. 


On pourrait trouver cette condition en identifiant les équa- 


tions (1) avec les suivantes s 
LX à Y—Y,  2—4 
FER AUNE L'ÉNNREr E 
ou 
AULE: 
D=g+(s—s) 7: 0: 


qui sont celles d’une tangente à une courbe au point (x’, 9,2"); 
alorson aurait 


Ê dx’ b dy" , EL 
= —— rs DT — A=V —3 —= 
dz'” ds’ d dz” DT ds” 
ou, en éliminant dx’, dy", dz, 
p=xr—az, g=y—06z, 


dp = dx'— a dz'— z da, dq = dy'— b dz'— 3 db. 
Donc 


dp db — dq da = dx db — dy da —(a db — b da)dz 
dz'(a db — b da)—(a db — b da)dz, 


Ï 


ou enfin 
dp db — dq da = 0. 


Une méthode analogue permettrait d'exprimer qu'une 
courbe mobile touche sans cesse une courbe fixe. 


XXVIII. — Remarque sur les enveloppes de courbes. 


Si l’on considère la surface représentée par l'équation 
(1) J(æ&, 7, 3)=0 
et les surfaces représentées par les deux équations 


(2) o(æ,7; z)=0, WCT, Y, 3) = 0; 
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chacune des surfaces (2) coupera (1) suivant une courbe, et 
ces deux courbes tracées sur la surface (1) se rencontrent 
aux points réels ou imaginaires dont les coordonnées sont les 
solutions communes à (1) et (2). Si, pour fixer les idées, on 
suppose les équations (1) et (2) algébriques, on sera tenté de 
dire que deux courbes algébriques tracées sur une même sur- 
face se rencontrent toujours en un nombre fini de points; 
et qu'en général deux courbes quelconques tracées sur une 
même surface se rencontrent, pourvu que leurs équations ne 
présentent pas quelque singularité introduite pour ainsi dire 
tout exprès pour faire tomber notre conclusion en défaut. 

S'il en était ainsi du reste, comme deux courbes quelcon- 
ques peuvent toujours être censées appartenir à une même 
surface, 1l en résulterait que deux courbes quelconques se 
coupent ordinairement, et, pour parler avec plus de précision, 
que deux courbes algébriques se coupent toujours, ce que 
l’on sait être faux. 

Il y a là un paradoxe qu'il faut chercher à expliquer; et 
d’abord, il est incontestable que les courbes algébriques 
représentées par les équations (1) et (2) se coupent au sens 
analytique du mot et que si les équations en question sont 
du degré m, n,p, le nombre des intersections sera mnp. 

Prenons maintenant deux courbes algébriques quelconques 
représentées par les équations | 


NEA NE =, 
(3) | É 
(023) 0 
et 
; DAT VAN 0 
(4) | REA 
W1(7,Y; 3) = 0. 


Il y a toujours, avons-nous dit, une surface contenant ces 
deux courbes, par exemple la surface représentée par l'équa- 
tion 


(5) Où +Ü,wi—0o ou F0: 


et il est clair qu'il y en aurait une infinité d’autres. Le rai- 
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sonneément en vertu duquel on conclurait que les courbes (3) 
et (4) se rencontrent consisterait à admettre que l’équation 
F = o peut remplacer l’une des équauons (5) ou (4) et que 
nos courbes peuvent être représentées par les équations 


de F5; Ü—0o 
el 
M) = 0, Wie 0: 


Les courbes représentées par les équations (6) et (7) se ren- 
contrent bien effectivement (au sens analytique du mot); 
mais elles ne sont pas identiques aux courbes représentées 
par les équations (3) et (4): cette digression, peut-être un 
peu naïve, élait, je crois, nécessaire à l'intelligence de ce qui 
va suivre. 

Nous avons vu que, pour trouver l'enveloppe de courbes 
représentées par 


(8) o(T, J, 4, 4)—0, . Y(4,ÿ, 4, a) —0, 


il fallait poser 


(9) Fri TA 


en supposant ces équations compatibles, l’éliminauon de & 
fournit l'enveloppe. Pour faire le calcul, on pourrait être 
tenté d'éliminer « entre les équations (8), ce qui donnerait la 
résultante 


(10) Pir y, 7)=0 
et de remplacer le système (8) par le système 
(1 1) (a — O, F 0h 


alors l’enveloppe serait représentée par la résultante de (11) 
et de 

99 

FAATÈT 
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À 


et elle existerait toujours, puisque == — 0 est une identité. 


Effectivement, la courbe représentée par les équations (11) 
a une enveloppe, mais elle n’est pas identique à la courbe 
représentée par les équations (8). La courbe (8) et la courbe 
voisine 


DT, V2, HA) 0, L(Y, Y, 4; à FAGÏ=0 


sont bien sur la même surface F — 0, mais elles ne se ren- 
contrent pas pour cela, parce qu’elles ne sont pas identiques 
aux courbes représentées par 


E(T, Y, Z, 4) —=0, F —'ù 
ÊL 


o(æ, Y, 4, a+ Aa)=0, F — 0. 


Il va sans dire que, pour trouver l’enveloppe d’une famille 
de courbes, il ne faudrait pas non plus résoudre leurs équa- 
tions par rapport au paramètre qu’elles contiennent. 

En général, il faudra éviter de faire subir aux équations 
des courbes enveloppées une transformation pouvant modi- 
fier la nature de ces courbes. 


XXIX. — Des surfaces développables. 


Les surfaces enveloppes d’un plan mobile portent le nom 
de surfaces développables pour une raison que nous expo- 
serons plus loin; de toutes les surfaces enveloppes ce sont 
les plus remarquables. La théorie générale des enveloppes 
prouve que : 


1° Les surfaces développables sont réglées, c’est-à-dire 
sont engendrées par le mouvement d’une droite (généra- 
trice ). | 

Cette génératrice est la caractéristique du plan mobile. 

2° Le plan tangent touche la surface tout le long d’une 
génératrice ou caractéristique; et par conséquent il n'y à 
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qu'un seul et même plan tangent pour tous les points d’une 
méme génératrice. 

3° Les génératrices touchent toutes une même courbe 
appelée arête de rebroussement. 


Les génératrices d’une surface développable se rencontrent, 
au moins quand on se borne à considérer lestermes du premier 
ordre, mais ceci a besoin d’être éclairci par quelques déve- 
loppements. 

La plus courte distance de deux génératrices voisines, tan- 
gentes à l’arête de rebroussement, est moindre que la distance 
du point de contact de l’une à la seconde; or cette distance 
est du second ordre; donc la plus courte distance de deux 
génératrices est du second ordre, au moins, par rapport à 


: Parc de l’arête de rebroussement ou par rapport au paramètre 


qui entre dans l'équation d’une génératrice. Nous allons 
prouver que celte distance est du troisième ordre. Cela 
résulte du théorème suivant : 


Tuéorsme DE Bouquer. — St la plus courte distance 
de deux droites contenant dans leurs équations un para- 
mètre variable est d’ordre supérieur au premier, elle est 
au moins du troisième. 


Pour démontrer cette proposition, considérons une droite 
mobile 


(1) ME ne D 0 EE 


contenant dans son équation un seul paramètre variable. 
Soit 


(nr —(atAa)z+p+Ap, y=(b+A6)z+g—+Ag 


l'équation d'une droite infiniment voisine; la plus courte 
distance À des droites (1) et (2) est donnée par la formule 


Aa Ag — Ab Ap 


(3 EN — 
ë V'Aa? + Ab? + (a Ab — b Aa}? 
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Or, aux termes du troisième ordre près, on a 
Aa = dada 


AbDAbES db 


s.ieteile, se + e, 6. 6 en. ee 6 ee ete se 


La formule (3) donne alors, en négligeant les termes du troi- 

sième ordre, 

dadq — db dp)+ i(dadq + dad?q — d&bdp — dbæp) 
da? + db? + (adb — bda} 


PR 


Si L est d'ordre supérieur au premier, da dq — dbdp est nul ; 
or le second groupe écrit entre parenthèses au numérateur de 
h est la différentielle du premier dadq — dbdp : il est done 
nul en même temps que le premier, et 2 est d'ordre supé- 
rieur au second. 

Dans les cônes, qui sont les enveloppes d’un plan mobile 
passant par un point fixe, les génératrices se rencontrent 
rigoureusement au sommet qui est l’arête de rebroussement 
de la surface; dans les cylindres, cette arête est à l’infini. 

Réciproquement, s1 la plus courte distance de deux géné- 
ratrices d’une surface réglée est d'ordre supérieur au premier, 
ces génératrices seront tangentes à une même courbe; en effet, 
on pourra identifier les équations (1) avec celles d’une tan- 
gente à une courbe | 


X2 = (75e) 


mr 


car l'identification donne 


Dex d'A A 


Pour que ces équations soient compatibles, il faut qu'il existe 


4 ; Ne ; , dx 
entre elles une équation de condition indépendante de = 
dx 


da 

l PS Mare d 

et Tr. éliminant et 7 ,ona 
dz 3 dz 


p=rt—az,, q—=y—bz 
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ou 
dp = dx — adz — zda, dg = dy — b dz — 3 db 


et, en observant que dx — adz, dy — bdz, 


dp = — :da, dq = — 3 db 
el, par suite, 
dp db — da dq = 0. 


C’est la condition pour que la distance de deux génératrices 
soit d'ordre supérieur au premier. 

On peut arriver autrement à ce résultat et trouver directe- 
ment la condition pour que la droite 


TG +P, Yy=0z+q 


_aitune enveloppe ou pour qu’elle soit tangente à une courbe 
à double courbure. En effet, d’après la théorie des courbes 
enveloppes, il faudra que les équations 


o = zda + dp, o — zdb + dq 


_ soient compatibles avec les précédentes, ce qui donne encore 


la relation 
dp db — da dq = 0. 


gauche 


est une surface développable. Nous verrons plus loin une 


Réciproquement, le lieu des tangentes à une courbe 


démonstration analytique de ce fait; bornons-nous pour le 
moment à faire observer que le plan passant par une tangente 
parallèlement à la tangente voisine est partout à une distance 
du second ordre de cette génératrice et par suite touche le 
lieu des tangentes tout le long de l’une d'elles, et qu'il ne 
contient par suile qu'un seul paramètre variable. 

La plus courte distance de deux génératrices d’une sur- 
face développable ne peut jamais être d’un ordre supérieur 
au troisième (nous entendons par là qu'elle ne peut pas 
rester de cet ordre); en effet, pour que cette distance 
fût du quatrième ordre, il faudrait que, dans l'expression 
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de Aa Ag — Ab Ap, les termes du quatrième ordre fussent 
nuls, ou que l’on eût, outre les relations 


(a) da dqg — db dp =0, 
(8) da& q + d'a dq — db d'p — d?b dp — 0, 
la suivante : 


A 5 (da d'q — dbd'p) 
+3;(dadq—dbdp)+1(dq da — dp db) —0. 

Or, en différentiant (b), on . 

da &q + Ba dq — db &p — db dp + 2d'a d'q —2 db dp = 0: | 

en vertu de cette relation, (c) devient 

(d) da dd q — d?b d’p — 


or, en différentiant les équations 


T=AZ+p, y =0z+ a, 
on à 


dx = a ds + 3 da + dp, dy = b ds + x db + dy; 


mais dx — ads, dy = bdz, car la droite mobile est tangente 
au lieu des points +, y, 3; il en résulte 


3 da + dp — 6, z db + dq = © 
et, en différentiant, 
z d'a + da dz + dp —=0, z db + db dz +— dq =0. 
En éliminant 3, il vient 
(da db — db d’a)ds + d'p db — &q d'a — o. 


En général, d3 n’est pas nul (sil l'était, z serait Constant el 


le lieu des points x, y, z serait alors une courbe plane); si 
l’on a alors égard à la formule (don 8 


(e) da db — db da =0o 


jh fl 
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ou bien 
d'a _ db 
da #db: 


ou 
d log da = dog db. 


On en conclut, en appelant # une constante, 


da — k db 
et, par suite, | 
ectb ee, 
FRS dx dy 
k! désignant une nouvelle constante; or & — "7 b— 


donc 
dx = k dy + K' ds; 


on en conclut, en appelant £” une nouvelle constante, 
= ky +k's+k, 


ce qui prouve que la courbe lieu des points æ,y, est plane, 
et par suite la distance de deux tangentes est rigoureusement 
nulle; cette distance ne peut donc être qu'accidentellement 
d'ordre supérieur au troisième. 


XXX. — Équation différentielle des surfaces développables. 


Une surface développable peut être représentée par l’équa- 
tion d’une enveloppée (plan quelconque dont les coefficients 
p, q, à sont fonctions d’un mème paramètre a.) 


(1) 3z=pr+qy—+0, 
et par sa dérivée prise par rapport à & 
(2) o=pær+gy +. 


Les formules (1) et (2) représentent une génératrice rectiligne 
(caractéristique) ou la surface, à volonté, suivant que «est 
constant ou variable. L’arête de rebroussement est fournie 


par (1) et (2) et la dérivée de (2) 


(3) n oO — p'x + qg"y + 07. 
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On remarque d’abord que, p, g et 0 étant fonctions d'un 
même paramètre, g est fonction de p; soit 


(4) | q = 9?(p). 
On a d’ailleurs | 
__ 03 03 
16 Nbre 2 q dy” 


car (1) est l’équation d’un plan tangent. On peut le constater 
en différentiant (1) par rapport à æ, en y regardant « comme 
fonction de x et y déduite de (2); on a alors 

030 M re. da 


x 


ou, en vertu de (2), 
03 


dæ ?” 

Le caractère fondamental des surfaces développables, ce 
qui en fait précisément des surfaces exceptionnelles, c’est que 
le plan tangent renferme un seul paramètre variable et que 
ce plan ne peut être assujetti qu’à une seule condition, telle 
que de passer par un point. Dans la sphère qui n’est pas 
développable, le plan tangent peut être assujetti à deux con- 
ditions : ainsi l’on peut mener à cette surface un plan langent 
passant par deux points donnés. 

On peut d’ailleurs prouver que, s’il existe entre p et q une 
relation | | 

Te 


la surface représentée par cette équation différentielle est 
développable. En effet, le plan tangent à la surface en x, », = 
est 

(À —zx)p +(Y 


Y) 7 = 2 
ou 
Z=pX+qgY +086, 


en posant, pour abréser, 


0—=3—pr— q7. 
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Il est facile de prouver que 0 est une fonction de p seul; en 
effet, en observant que d3 est égal à pdx + qdy, on a 


00 SE 0p 0q 
0x 0x * 0x’ 
00 me; Op 0q 
0Y dy 4 dy 


Si l’on forme le déterminant 


» on trouve 


d(%, y) 


ou 
RRMUACOTS 
d(æ, 7) 
cest-à-dire zéro, puisque, g étant fonction de p, AI2P) Qoit 


DEN 
être nul. Ainsi donc, si la relation g — v(p) est satisfaite, le 


plan tangent ne contiendra qu’un seul paramètre variable 
dans son équation. La surface en question est donc l’enve- 
loppe d’un plan qüi ne contient qu’un seul paramètre variable ; 
par suite elle est développable. Ainsi, en résumé : 


Pour que le plan tangent à une surface renferme deux 
paramètres variables ou pour que la condition d’étre 
tangent à une surface soit simple pour un plan, il faut 
et ul suffit que la surface ne soit pas développable, ou 
qu'il n'existe pas de relation entre p et q. 


La relation te o(p) est parfois remplacée par une autre 
plus facile à vérifier. Voici comment on l’obtient : 
Quand deux fonctions p et q de x et de y sont fonctions 
l’une de l’autre, leur déterminant fonctionnel est nul: et 
1 2 1 
réciproquement, si leur déterminant est nul, p et g sont liés 
par une relation telle que 49 — #(p); posons 


Op ms 23 Op 0q Fa 22 3 
Lo 071. _ dy dx  oxoy 
ne 0q Æe 023 
RON 07S 


L. — Traité d'Analyse, II. 20 
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Le déterminant de p et q sera 


TES 
À 1) pet de 
SL 
et, par suite, les deux relations 
g=9(Ph 
où 9 est indéterminé, et 
(5) rt—s?=0 


seront équivalentes; celte relation (5) appartient donc exclu- 
sivement aux surfaces développables. 


Tuéonème. — Le lieu des tangentes à une courbe à double 
courbure est une surface développable. 


Soient, en effet, x, f, y les coordonnées d’un point d’une 
courbe à double courbure; si l’on désigne les dérivées prises 
par rapport à y au moyen d’accents, les équations de la tan- 
gente à la courbe considérée au point («, B, y) seront 


(1) GE a le FE 
x BP (ep 

Si l’on suppose « et $ exprimés en fonction de y au moyen 
des équations de la courbe, l'élimination de y fera connaître 
l'équation du lieu des tangentes. Or ces équations (1), prises 
simultanément, peuvent être censées représenter le lieu des 
tangentes, et, en considérant y comme une fonction de x, y, 3 
définie par l’une d'elles, on pourra différentier ces équations 
par rapport à x et à y, ce qui donnera 


0Y 1 0 ! 
1 —=,4 Med(s—n a +a(p— 


Q 
| 


ve 


&I+ 8e Se 8 
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de ces équations on tire 


L 7 0 æ” d* 
p=nfi—d(s-n5|; = GT 
I (4 0° ; d* 
a=gf-ee-0%| p= GT) SL. 


Si l’on élimine af et À z — y s’élimine en même temps, et 
l’on a | 
g" AR 

PI= a "+ Bla’? Tr a BT+ F'o” 


p et q sont donc fonctions de y seul, c’est-à-dire qu'ils sont 
fonctions l’un de l’autre; la relation 


q =%(P}h 


caractéristique des surfaces développables, est donc satisfaite. 

Ainsi, en résumé, nous avons deux modes de génération 
des surfaces développables : 

1° Par enveloppe d’un plan mobile; 

20 Par le mouvement d’une droite qui reste tangente 
à une courbe ou, ce qui revient au méme, qui se meul 
de telle sorte que sa plus courte distance avec la droite 
voisine soit du troisième ordre. | 

Il est d’ailleurs facile de constater que la plus courte dis- 
tance de deux tangentes d’une courbe à double courbure est 


du troisième ordre, car la relation 


dad$ — dbda=0o 


est satisfaite en remplaçant @ par à, b par f/, à& par & — ya 
et 8 par &— y#". 

Mais il faut remarquer que la distance d’un point de la 
courbe à la tangente menée par le point voisin n’est que du 
second ordre : si l’on cherche, en effet, la distance L du point 


x + Ax, y + Ay, 3 + Az à la droite 


NEED ee DEL À Es 


HD LANCUT AT ds 


2 
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on trouve 


(dzAy — dy Az} + (dx Az — dszAr) + (dy x — dxAy}, 


h?= 
dx? + dy? + dz? 


en remplaçant Ax par dt +5dx+...,ona 


(dzd?y — d? z dy)? + (dx d?: — d: dx} + (dy x dydr} 
4(dx? + dy? + dz?) 


na 


h? est du quatrième ordre au moins; donc À est du second 
ordre et il est facile de voir qu'il n’est jamais d'ordre supé- 
rieur, sans quoi il faudrait que l’on eût à la fois 


dsd?y — dzdy —0o, dxd:—dxdz:=0, dy&x—dxæ&®y=o 


ou 


ou 
d log dx = dogdy = dlogdz; 


il en résulte que 
log dx + log a = log dy +logb = logdz + loge, 


a, b, c désignant des constantes arbitraires dont le nombre 
se réduit à deux distinctes. On en conclut 


adr =Vvaye cdz 
ou : 
ax+a = by +b'=cz+c". 


a, b', c' désignant de nouvelles constantes. Ces équations 
sont celles d’une droite et, par suite, la distance d’un point 
d’une courbe proprement dite à la tangente voisine est du 
second ordre. Accidentellement, cette distance pourra être 
du troisième ordre, mais cette circonstance ne saurait se pré- 
senter tout le long de la courbe. 
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XXXI. — Surfaces touchées par un plan suivant une ligne. 


Nous avons vu que le plan tangent à une développable la 
touchait tout le long d’une génératrice rectiligne; on peut 
prouver que réciproquement : 


Siune surface est toujours touchée par son plan tangent 
suivant une ligne : 1° cette ligne est droite; 2° la surface 


est développable. 


En effet, si le plan tangent touche la surface suivant une 
hgne, il restera le même quand le point de contact (x, y, z) 
décrira la ligne en question; si alors F — o est l'équation de 
la surface et f(x, y, 3, a) — 0 l'équation des lignes de contact, 


2 


4 DEA . à 
p= eq — seront des fonctions du seul paramètre @&, 


en sorte que l’on en conclut que 


IN=HONCEAUT), 


c'est-à-dire que la surface est développable. ’ 
On peut d’ailleurs prouver que, tout le long d’une ligne 
P Ï que, 8 
suivant laquelle un plan touche une surface, on à 


t— 5? nd 
TL — AN 00) ab =) .. , 
0x? 


de sorte que, si partout une surface est touchée par un plan 
suivant une ligne, cette surface est développable. 

Pour démontrer cette proposition, il suffit d'observer que, 
le plan tangent ayant pour équation 


Z2—3—=p(X—x)+q(Y—7y), 


cette équation devra rester la même quand on changera x 
en x + dx, y eny + dy et z en = + Az; orelle devient alors 


— 3—Az=p(X—-x—dx)+q(Y—7— dy); 
et 1l faut que 


Az = p dx + q dy = dz ou Az — dz =0; 
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donc, en vertu de la formule de Taylor, 


1dz+1idis+...=0, 
ce qui exige que 
d3 — 0, dz—=0, 
L'équation 
(1) r dx? + 2s dx dy +tdy? =0 


détermine la direction dx, dy le long de laquelle il y a 
contact, et l’on voit qu’en général il existe deux directions 
dans lesquelles le plan tangent reste, en se déplaçant, sen- 
siblement parallèle à lui-même; mais, si l’on veut qu'il reste 
rigoureusement fixe, il faudra exprimer que dp = o etdg = 0, 
ou que l’on a à la fois 


r dx + sdy = 0, s dx + t dy —0, 


ce qui donne rt—s? — 0; l'équation (1) a alors ses racines 
égales et les deux directions, dans lesquelles le plan tangent 
ne se déplace presque pas, sont confondues. 


XXXII. — Circonscrire une développable à une surface donnée. 


L’équation g — o(p) ou 
(a) F(p, 9)=0! 


caractérise, comme nous avons vu, les surfaces dévelop- 
pables. | 
Supposons que, dans cette formule (1) (qui est une 1den- 
tité quand il s’agit d’une surface développable), on remplace 
p et qg par le p et le g d’une autre surface S quelconque; 
l'équation (1) cessera d’être identique, elle établira une rela- 
tion entre les coordonnées des points de la surface S; elle 
représentera alors le lieu des points de cette surface S, pour 
lesquels le plan tangent est celui d'une développable; (1) est 
donc l’équation de la courbe de contact d’une développable cir- 
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conscrite. Si l’on suppose que la surface S ait pour équation 


J(&; 7; 3) = 0, 


la formule (1) peut être remplacée par 


où F représente alors une fonction homogène. 

Une question se pose immédiatement : Peut-on circon- 
scrire à une surface donnée une développable suivant une 
courbe donnée tracée sur la surface? La réponse à cette ques- 
tion sera affirmative, si l’on observe qu'on obtiendra une 
développable circonscrite suivant la courbe donnée, en cher- 
chant l’enveloppe des plans tangents à la surface menés par 
les points de la courbe donnée. 

Il n’en est plus de même quand on se donne la relation 
F(p, qg)= 0, par exemple quand on dit que la surface Cir- 
conscrite est un cône ou un cylindre. 

C’est ici l’occasion de faire connaître une nouvelle méthode 
pour circonscrire un cône ou un cylindre à une surface. Pour 
circonscrire le cône, on peut chercher l'enveloppe des plans 
tangents à la surface passant par le sommet censé donné du 
cône. Pour circonscrire un cylindre, on cherche l'enveloppe 
des plans tangents parallèles à une droite fixe. 

Par exemple, l'équation générale des plans tangents à un 
ellipsoïde est 


AMEL. ER 
(1) æ cosa y cosB + 3 cosy + Va? cos?a + b2 cos? 8 + c?cos? y — 0; 
si l’on pose 

(2) À cosa + pu cos fB + v cosy = 0, 


ce plan tangent sera parallèle à une droite fixe son enveloppe 
s’obtiendra en observant que 


(3) cos? + cos? fi + COS? Y = I 
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et en éliminant &, £, y entre (1), (2), (3)'et 


I 


FE 


I I 
— 2 GARE SR 2 
R Ÿ cosi z- p © c0sY 


À ui ÿ RE 


a? COS4X y + 


| cos a cos f COS y 


R désignant, pour abréger, le radical. Les calculs auxquels 
conduit cette méthode paraissent moins simples, en général, 
que ceux que nous avons indiqués plus haut. | 

Le problème qui consiste à circonscrire une développable 
à une surface donnée est indéterminé, tant qu'on ne fait pas 
connaître la nature de la développable que l’on veut circon- 
scrire. Le problème devient parfaitement déterminé quand 
on se propose de circonscrire une développable à deux sur- 
faces données: cette développable peut se définir : l’enve- 
loppe du plan tangent commun aux deux surfaces. C’est 
dans un autre Chapitre que nous verrons le rôle important 
de cette développable. | 

Nous aurions encore un bon nombre de questions à ré- 
soudre sur les développables, mais ces questions seront 
mieux placées ailleurs, où nous disposerons de moyens plus 
puissants pour les étudier. 


XXXIII. — Étymologie du mot développable. 


Considérons une surface développable. Soient MN son arête 
de rebroussement, M'N'une section plane; soient MM'et NN 
deux génératrices. Menons dans le plan de la section plane 
la tangente M'N’ à M'N’; le plan MM'N' sera tangent à la 
surface. Prenons sur M'N/ une longueur M'#"— M'm/ et par 
le point »” menons une droite m"m" dans le plan tangent 
qui fasse avec M'N’ un angle égal à l'angle que mm' fait avec 
la courbe M'N'; prenons enfin m"m"!— m!m, la courbe lieu 
des points »/ sera dite la transformée de MmN. Plus généra- 
lement, si l’on prend m'a — m'a, le point a’ sera le trans- 
formé de a et une courbe décrite par le point « sur la surface 
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développable aura pour transformée le lieu des points cor- 
respondants a' de a. L'ensemble des figures transformées, 
de celles qui sont tracées sur la développable, constitue ce 
que l’on appelle le développement de la surface. 

Quand on fait le développement d’une surface dévelop- 
pable, les courbes transformées sont égales en longueur à 


Fig. 36. 


N " 


leurs correspondantes. Si, en effet, on suppose 7»7'N' infini- 
ment petit, tout quadrilatère tel que «abm'/N' sera égal à son 
correspondant a! b! m"N" par construction ; donc ab sera égal à 
sa transformée a/b'aux termes du troisième ordre près; en ap- 
pelant ds et ds’ ces deux arcs, on aura donc ds = ds'ou s — s". 

Il résulte de là que, si l’on fend la surface suivant des géné- 
ratrices voisines et si l’on fait tourner chaque élément de sur- 
face autour de ses bords rectihignes de manière à amener toutes 
les génératrices dans un même plan, elle coïncidera avec la 
figure transformée ; elle est donc susceptible de se développer 
et de s’étaler sur un plan. 

Il est bon d'observer que les courbes qui coupent les géné- 
ratrices à angle droit deviennent après le développement les 
développantes de la transformée de l’arête de rebroussement. 
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XXXIV. — Théorie des développables isotropes. 


Prenons des coordonnées rectangulaires : 
L’équation des sphères de rayon nul ayant leur centre 
en à, $, y est 


(æ— at} +(y—$i} +(z—7yt}=0 (10 


cette équation peut être censée représenter un Cône imagi- 
naire de sommet «, B,; un pareil cône, asymptote de toutes 
les sphères ayant leur centre en «, P, 7, s'appelle un cône 
isotrope, ses génératrices sont ce qu’on appelle des droites 
isotropes. Si l’on désigne par &, b, c les coefficients direc- 
teurs d’une droite isotrope, on aura alors 


a+ b2+c—=0; 


cette équation caractérise les droites isotropes qui, en vertu 
même de cette équation, sont perpendiculaires sur elles- 
mêmes. Si l’on suppose c — 0, on a &a? + b? — 0, et l’on voit 
que les droites isotropes du plan des æy ont pour coefficients 
angulaires + VEST. 

Un plan tsotrope est un plan asymptote de sphère; c’est, 
si l'on veut, un plan tangent à un cône isotrope. Dans un 
plan isotrope, les ombilics sont confondus. Deux plans 1s0- 
tropes infiniment voisins se coupent suivant une droite 1s0- 
trope, et deux droites isotropes infiniment voisines se coupant 
en un point &, $, y déterminent un plan isotrope. 

Toutes les sphères passent par une conique fixe située 
dans le plan de l'infini, qui est imaginaire et que nous appel- 
lerons l’ombilicale (Laguerre) ou le cercle imaginaire de lin- 
fini. Cette conique ombilicale est d’ailleurs le lieu des ombilics 
de tous les plans de l’espace. | 

Toutes les droites isotropes passant par un point de l’es- 


pace forment un cône isotrope ou une sphère de rayon nul 
ayant son centre en ce point. 
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L'ombilicale est le lieu des traces de toutes les droites 1s0- 
tropes sur le plan de l'infini (t— 0). 

Par une droite quelconque passent deux plans dont les 
traces sur le plan de l'infini touchent l’ombilicale : ces plans 
sont dits plans tsotropes relatifs à cette droite. 

* On appelle développables isotropes celles dont les géné- 
ratrices sont isotropes ; elles sont par suite des enveloppes de 
plans isotropes. | 

À toute surface on peut circonscrire une développable iso- 
trope qui sera dite développable isotrope de cette surface. 

Les développables isotropes jouissent de cette propriété 
curieuse que leurs normales sont précisément leurs généra- 
trices. En effet, considérons une droite isotrope; cette droite 
est une génératrice du cône 


PRE (y EPS y} = 0; 
on peut donc la représenter par 


NY 
DL cc 


(1) 


40: a? + b?+ c? = 0. 


Si l’on veut que cette droite engendre une développable, il 
faut exprimer que dans une quelconque de ses positions elle 
rencontre la droite voisine. À cet effet, écrivons (1) ainsi : 


TA AP, x =8F0p, AY, 1,00 5 
la droite voisine a pour équations 
æ—a+da+(a+da)p+(p + dp)a, er 


l'élimination de x, y, 3, o, do conduira à l'équation de con- 
dition cherchée. L’élimination de +, y, z se fait par soustrac- 


tion, et l’on a 
o = da + a do + p da, 


o.— dB + b dp + p db, 
o = dy + c dp + p dc; 
on élimine 9 et do en multipliant ces équations par 4, b, cet 


en observant que, a? + b? + c? étant nul, on a 


a da + b db + c de — 0; 
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on a alors, en ajoutant, 
a da + bd8+ cdy =, 


ce qui montre que la direction a, b, c de la génératrice est 
perpendiculaire à celle de la ligne da, df, d} tracée sur la 
surface; or la direction «, b, c est déjà perpendiculaire à 
elle-même puisque a+ b?+c—o; donc la génératrice 
. d’une développable isotrope est normale à la surface. 

La développable en question doit être telle que, si l’on 


4 


0z 0z 
DOS EEE “aber 5 °n ait 
p+q+ai "0, 


ce qui exprime que la normale à la surface est normale à 
elle-même. Réciproquement, cette équation est celle d’une 
développable : pour avoir son équation finie, 1l faut chercher 
l'enveloppe du plan représenté par l’équation 


ZL = pX + qAESRePE 


où /(p}) est quelconque et où qg = V1+p?1/—1. La caracté- 
ristique, ou la génératrice de l’enveloppe, sera donnée par 
l’équation précédente et sa dérivée 


d'LX IEP TER 
Vi+p? 


Les coefficients directeurs ‘de cette drone sont 
— pW—1, ra V— 1, 


et la somme de leurs carrés fait o. Donc la génératrice est 
isotrope : ainsi l'équation 


PRE GET =0 


caractérise les dé veloppables isotropes. 


XXXV. — Des foyers et des focales des surfaces. 


On appelle foyer d'une surface le centre d’une sphère de 
rayon nul, doublement tangente à la surface. | 
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La sphère de rayon nul est un cône : on peut donc dire 
aussi que le foyer d’une surface est le sommet d’un cône 
isotrope doublement tangent à la surface. 

J1 résulte de là qu’un foyer est un point d’où l’on peut 
mener deux plans tangents isotropes à la surface. 

* Joignons le foyer F aux points de contact M et M’ avec la 
surface du cône isotrope de sommet F; FM et FM’ seront deux 
génératrices du cône isotrope bitangent : ce séront deux 
droites isotropes tangentes à la surface. 

Ceci posé, on appelle focale d’une surface le lieu de ses 
foyers. 

Assujettir une sphère à toucher une surface, c’est l’assu- 
jettir à une seule condition; l’assujettuir à être doublement 
tangente à une surface, c’est l’assujettir à deux conditions; 
T’assujettir à avoir un rayon nul, c’est l’assujettir à une troi- 
sième condition : donc, en général, il existera un lieu de 
foyers qui sera une ligne. 

Ainsi se trouve démontrée l'existence des focales. Mais 
on peut en donner une autre définition qui aura son utilité. 

Par tous les points F de la focale ® de la surface S, faisons 
passer les cônes bitangents ; soient FM et FM'les génératrices 
de contact et appelons P et P' les plans de contact correspon- 
dants. Le plan P coupe le plan infiniment voisin suivant 
une droite isotrope passant en F, et qui ne peut être qu'une 
génératrice du cône isotrope ayant son sommet en F; cette 
droite est alors FM; les génératrices de contact FM et FM’ 
sont donc des génératrices de la développable isotrope cir- 
conscrite à la surface S. Or cette développable est bien déter- 
minée, puisque, son équation différenuelle étant 


P+g+1—=0, 


c’est aussi l'équation de sa courbe de contact avec la surface. 
Cette développable se coupe elle-même, puisque deux de ses 
génératrices passent par un même point (sans faire un angle 
infiniment petit); elle a donc une ligne suivant laquelle elle 
se coupe elle-même ou, comme on le dit quelquefois, une 
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ligne double ou singulière. Gette ligne double est la focale 
de S. Ainsi : 


La focale d’une surface est la ligne double de la déve- 
loppable isotrope circonscrite à la surface. 


Deux surfaces sont homofocales quand elles ont les mêmes 
focales. 


XXXVI. — Focales et foyers des surfaces du second ordre. 


On trouvera facilement les focales des surfaces du second 
ordre en observant que, si S = o désigne une surface de cet 
ordre, S + ÀPQ —o, P et Q représentant deux polynômes 
du premier degré, représente l’équation des surfaces du 
second ordre bitangentes à la première. En exprimant que 
cette surface est une sphère de rayon nul 


BP + (2) =0, 


4, 8,7 représenteront les foyers : on devra donc avoir identi- 


(x —a} +(y 


quement 
S+APQ = f(x — 2} LOSC 
u étant un facteur constant, ou 
S—u[(x—a}+(y—8ÿ+(z—7Yy}]=2APQ: 


Le premier membre de cette identité devra donc se ramener 


à une somme de deux carrés. 
Soit 
S—=Ax+By?+Cz —-H—o 
l'équation donnée, 
Ax?+ By2+ CGzt— p[(x — 2} + (y PEER 


devant être une somme: de deux carrés, 1l est nécessaire 
qu'une des variables disparaisse : donc « = o et u = A; donc 


By CGer— A [C7 PME (CSSS 
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doit être une somme de deux carrés; or cette quantité peut 
s’écrire 

(B—A)y?+(C—A)z+2A6y+247z—A($+Y)—H 


ou 


SX [(B—A)y + AB + a [(G—A)s+AYyP 


 - DO NT) HS 


et sera une somme de deux carrés si l’on a 


B&? C7! H 


B—A °CG—A ERREUR 


Cette équation jomte à « —0 représente la focale. Il y a 
donc trois coniques focales, une dans chaque plan principal. 
Quand H — 0, ces coniques se réduisent à des droites; ainsi 
Jes cônes ont pour focales des lignes droites. 

Supposons qu'il s'agisse d’un ellipsoïde dont les axes soient 
2a => 2b => 20; les focales auront pour équations 


o] 9 
6? y? e 
Dry: Din paee SALAIRE 
ne a? | 
D? res = ORE ET Fri O, 
42 2 
< ; À 5 F 5 el 10 
c?— a?  c?— b? 


La première est imaginaire, la seconde est une hyperbole, la 


dernière une ellipse. 
On voit que ces équations ne dépendent que des différences 


des axes; les surfaces comprises dans la formule 


0] 


2: 7 T4 dé 3 
TSI ne = 
a+ b+XA c+à 


2 


1; 


sont donc homofocales, les sections principales ontles mêmes 
foyers. L'étude de ces surfaces homofocales sera faite plus 


loin. 
Pour trouver les focales du paraboloïde 


Pr +Qy?= 23, 
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on devra faire en sorte que 
Pa+Qy—23—1[(2— a) + (y) 


soit une somme de deux carrés; il faut donc que À = P ou Q 
et que « ou $ soit nul; il faut ensuite qu’en décomposant 


Pa? — Q(x— a) Q(3— y} — 23 


_en carrés, on n’en trouve que deux, ce qui exige que 


PQ 207 
RE Q 
En particulier, pour le paraboloïde 
x? 2 
— + — — 23, 
P q 
on a les deux focales 
BETA R AOCRERSRES 
PE Vuit ; 
g | 
— 9" — 0, à 
gp; 6 VUS 


qui sont des paraboles. 
Nous énoncerons seulement les propriétés suivantes des 
focales, sans les démontrer : 


Le plan tangent et la normale en un point d’une surface 
du second ordre rencontrent un plan principal suivant un 
point et une droite qui sont, l’un le pôle, et l’autre la 
polaire correspondante de la focale. (Cnasres.) 

La distance d’un point de la surface à un foyer est un 
produit de deux fonctions linéaires. (Amior.) 

St l’on appelle foyer d’une courbe du second degré dans 
l’espace les points tels que leurs distances à un point de la 
courbe soient des fonctions linéaires des coordonnées de ce 
point. Les points d’une focale seront les foyers de l’autre. 
(AmiorT.) 

La somme ou la différence des distances de deux foyers 
Jixes d’une courbe de second degré à un point de cette 
courbe est constante. 
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Dans un cône, les focales se réduisent à des droites 
réelles ou imaginaires, ainsi que nous l’avons fait obser- 
ver; ces droites focales jouissent des propriétés suivantes : 

La somme des angles que font les plans passant par 
une génératrice du cône et les focales est constante. 

Un cône du second degré est coupé par une sphère sui- 
vant une courbe appelée ellipse sphérique, quand le som- 
met du cône est au centre de la sphère. Les focales ren- 
contrent la sphère en des points appelés foyers et tels que 
la somme des rayons sphériques, issus de ces points et 
aboutissant à un point de la courbe, est constante. 


XXXVII. — Surfaces homofocales du second degré. 


L’équation générale des surfaces homofocales du second 
degré, c’est-à-dire des surfaces ayant les mêmes focales, est 


ÿ x? à x g?2 
(1) j oPr = 9 + 9 = I, 
a + p + p C?+ 0 


o désignant un paramètre variable. 
1° Ces surfaces sont telles que leurs sections principales 
ont les mêmes foyers que celles de l’ellipsoïde 


a 


2° Par chaque point réel de l’espace passent trois sur- 
faces de la famille, qui sont réelles; l’une est un ellip- 
soide, les deux autres sont des hyperboloïdes à une et deux 
nappes. 

En effet, si l’on se donne x, y, z, il en résulte pour o trois 
valeurs, en vertu de l'équation (1) qui est du troisième degré; 
ces trois valeurs sont réelles : pour s’en assurer, 1l suffit de 
supposer a > b>>c et de faire, successivement, 


p——, p—=—a—2, p=—a?+e, p—=—b?—2:, 


p=—b?+ez, p—=—c?—2, D—=—c+eé, à. =, 
L. — Traité d'Analyse, II 21 
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e désignant une quantité très petite, mais positive ; la fonc- 
2 2 72 

€ € V 2 TE . 3 . 

Honse à MT à De : 1 prend les signes respectifs 


Il y a donc une racine entre — a? et —b?, une entrobéet 
— ç?, une entre — €? et + ; appelant À, pu, y ces racines, 
on a, pour les équations des trois surfaces réelles pas- 


sant en æ, Y;, 2; 


x? ne z?2 
(2) + a = A 
at su 0: DE RMC 
22 2 22 
+ EE 
av. Ob+y C2 + É 


et, en supposant 
2 QUE NE = PME 


la première surface sera un hyperboloïde à deux nappes, la 
seconde un hyperboloïde à une nappe et la troisième un ellip- 
soïde. 

3 À, u, y étant donnés, on peut se proposer de calculer 
XL, Vrz: 

A cet effet, observons que À, pe, y sont racines de l’équa- 
tion (1), qu'on peut écrire | 


D LAVE RE 
u + b?2 — a? u + c? — a? 


e|S 


en posant p—u—a?; celte équation elle-même prend la 


forme entière 
a(u+ b2— a?)(u + c—d)+...— u(u + b?— a)(u+ c— a&)= 0. 


Le produit des racines est x2(b?— a?)(c? — a?); or les 
racines sont + a?,u+a?,y+a:0na donc 


mb a) — &)=(À+ a)(p+ a2)(v + 4?) 
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D ace 
DV TG Dao) 


(3) jy ER 
LA CENDRES 


ou 


(À +e?)(u + c2)(v + ec?) 
(Gran) 22) 1, 


4° Les surfaces homofocales (2)se coupent à angle droit, 
c'est-à-dire que leurs plans tangents, ou leurs normales 
aux points communs, se coupent ainsi. 

En effet, si l’on retranche, par exemple, l’une de l’autre les 
formules (2), on a 


x? 7 
— ——— +...—=0; 
+X a+h 
comme 
HU A). NO x? 


(a+})(a+u) (+1) (a+) 
on peut écrire l'équation précédente ainsi 


T TL 4 14 | Z Z A0 
RG bi PEu Gi cu © 


L! 
ce qui exprime que les directions 


æ 2 Z 
? 2 
a+ b+). c2+2 


et 


æ Y 3 
Get ibt-Eu CRU 


des normales aux surfaces (2) en x, y, z sont rectangulaires: 
donc, etc. CHAOS END: 


XXXVIIT. — Points correspondants. 


On appelle points correspondants, sur deux surfaces homo- 
focales de même famille et de même espèce, deux points 
situés sur une même courbe du quatrième ordre, intersection 
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de deux surfaces homofocales, orthogonales à celles-ci et 
d'espèce différente. | 

Ainsi, deux points correspondants sur deux ellipsoïdes 
homofocaux sont deux points situés sur la courbe d’inter- 
section de deux hyperboloïdes homofocaux à ces elhpsoïdes, 
l’un à une, l’autre à deux nappes. Les points correspondants 
jouissent de propriétés curieuses qui ont été utilisées en 
Mécanique et c’est pour celte raison que nous les ferons con- 
naître. 

D'abord faisons varier y dans les équations (3) en faisant À 
et u égaux à des constantes. On voit que, si x',7', z' désignent 
les valeurs que prennent ?, y, 3 quand on y remplace y par v/, 


on à 
æ? v + a? y? v + D2 2? VHC? 
Rs | , = TT , —. er frs eee 

æ'2 N'a? y?  v'+b? 32  v+ 


donc les coordonnées de méme nom de deux points corres- 
pondants sont entre elles comme les axes qui leur sont 
parallèles. 


A 15 y + a? y + a? 
En posant > = + et non VS “nr ON 


fera correspondre sans ambiguïté un point d’un ellipsoïde à 
un autre point et à un seul de l’autre ellipsoïde : c’est ce que 
nous ferons à l’avenir. 


Tuéorkme I. — La différence des carrés des distances 
des deux points correspondants au centre est constante. 
En effet, d’après les formules (3), on a 


”. - Fe # (à +a?)(u+a?)(v —v) 
2 2 LL 2 Z = > 
TX a mit 4 es (æ MAR 2) ( : ET : 2) 


; I 
RAT > (a2— br)(a?— c?) 
' a? 
FAURE D (a? — b?)(a? — c?) 


! a? 
MOTS > (a?— b?)(a?— c?) 
a* 


Et HD (a? — ae) 
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les coefficients de Àu, À, x, sont identiquement nuls, celui 
du dernier terme est égal à un : donc la différence en question 
est y — y/. CHORELD. 


Téorème II. — Sorent M et N deux points, M' et N' leurs 
correspondants; on a | 
MN'= NM; 
en effet, soient x, y, z les coordonnées de M; x’, y’, z! celles 
de son correspondant M'; x,, y,, z, celles de N,et x',y, 2 
celles de N', on aura 


MN' =(x—2,}+(y —7}+(s — 31); 
or 


CAR V + 
Æy V+aæ? 
donc 
= 2 ï a ER à 
MN so Wa a+ a) +. 


On trouve de même 


SFTÉE 1 


MN — es (x v—+ MTV ar) 0). 


donc 


2 [ 


ul af 4 4 == D 2 MR, LA 
MN M'N rar Ti )(V—v) +... 


Mais, en vertu des équations 


on a 
MN' — NM =o ou MN'= NM. 


XXXIX. — Théorème de Chasles. 


Lorsqu'un cône est circonscrit à une surface du second 
ordre, ses axes sont dirigés suivant les normales aux sur- 
faces homofocales passant par son sommet. 
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Supposons que a, b, c soient les demi-axes de la surface 
en question; si l’on pose 
ue 74 22 
He ie a NS 


l'équation du cône circonscrit ayant son sommet en x, y, z 


sera 
H > CU CHRET/. X 2 "7" Von DU 
NS (++ 1) = 
ou 
HAE Yz 
2 EE E — 
X (à + 2YZ Drai ) 


Les directions principales de ce cône sont données par la 
formule ! 


(1) 


#2 \ 
remplaçons «, fi, par = nE Ron 23” où À, pu, y sont 


les quantités qui, égalées à des constantes, fournissent les 
surfaces homofocales passant en x, y, z; nous aurons 


(à ) TA RARE TZ 3 
s — a? at} a2,-+\ 0Q1b20p2 CONNAAEREERS 
—— e te 
a? + À 
or on a 
2 ROET PSN THIS 


DRE XL Ib br D TAN AES 
= (5 — 22 y NE Fu 2? = 
He b pas} c? e2, 2200 


TOME TES 


L’équation qui précède devient alors 
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ou 


Les équations (1), aux coefficients directeurs des axes, sont 
donc satisfaites quand on y suppose les coefficients égaux aux 
coefficients directeurs des normales aux surfaces homofocales 
passant par le sommet du cône. 


Remarque. — L’équation du cône rapporté à ses axes est 
x? 2 32 
RTE IE 0 
À be y 
XL. — Paraboloïdes homofocaux. 


Les focales du paraboloïde 


2 2 
2 +. 2 — 23 
P q 
sont 
| æ?2 : y? 
—23+q—=0 à —23+p=0; 
P —q 1% pq me 
celles du paraboloïde 
x? y? ae 
(1) p+h DPERN à CT HET 
sont 
D er + h)—h=o 
7 ti 
ou 
x? 
—93+g—=0 
Po TR 
Les paraboloïdes | 
2 2 
. ae =23+h 


PLRh D ji 
sont donc homofocaux : 
1° Les coordonnées des foyers des sections principales 
sont 3=À, 3 — 1; ces foyers sont donc les mêmes pour 
toutes les surfaces considérées. 
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2° Par chaque point réel de l’espace passent trois 
paraboloïdes de la famille (1), deux elliptiques inverse- 
ment semblables et un hyperbolique. 


En effet, si l’on se donne x, J'} 4, l'équation (1) sera du 
troisième degré en , et si l’on fait, en supposant p > gete 
posiuf et infiniment petit, | 


R——, R=—p—2:, h=—p+ez, R = —qg—2, 


la quantité 
72 ve 


AU 2) 


prendra les signes respectifs 
15 ne ur s FC 


il ÿ a donc une racine de (1) entre —« et — P, une autre 
entre — p et — q, et nécessairement une troisième entre get 
—+ © . Soient À, 1, y ces trois racines: les équations des para- 
boloïdes homofocaux passant en x, Y, 3 seront 


CARLA. À 
PLAT y 23 , 
2 2 
(2) eee 


er NS 


+ = — 2 520%: 
PFr3 T + Y 


la première et la dernière représentent des paraboloïdes ellip- 
tiques, la seconde un paraboloïde hyperbolique. 
3° À, pu, y étant donnés, on peut se proposer de calculer 
ANAL | 
On y parviendra comme il suit : on éliminera d’abord z par 
soustraction et l’on aura 
PNR 
(P+A)(p+u) (g+)g+u) 
le Re 1 + LAURE UE 
++) (g+2)(g 29) | 
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VA 


en considérant alors Fe et DE comme inconnues, on 
aura 
m-æ+rA)P+m)Cp+v) 
Pet 
ie (ER X)(g H)(g iv) 
PET EL 


—923=p+q+hk+u+v. 


4 Les paraboloïdes homofocaux (2)se coupent à angle 
droit. 

Pour le démontrer, il suffit de retrancher membre à 
membre deux des formules (2); on aura 


x? y? 


DENT EM Ne 


ce qui exprime bien que les deux directions 


me LEE ee 
DE star / 
EN rites re 
P+U q+u 


qui sont celles de deux normales aux surfaces homofocales, 
sont rectangulaires. 

On peut considérer, sur deux paraboloïdes homofocaux, 
des points correspondants ; leurs propriétés sont analogues 
à celles des points correspondants sur deux ellipsoïdes homo- 
focaux. 


XLI. — Des coordonnées tangentielles. 
Si l’on considère le plan représenté par l'équation 
(1) TE+yn+s6=t, 


?’ « » e I I I 
et dont les coordonnées à l’origine sont ;» np ce plan sera 
Éd 


C 


parfaitement déterminé quand on se donnera GA On 2 
donné à ces quantités le nom de coordonnées tangentielles 
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du plan. Lorsque l’on établit, entre les coordonnées de ce 
P d ) | 
plan, une relation telle que 


(2) J\È; 1; Ch=10; 


l'équation (r) devient celle d’une famille de plans qui enve- 
loppent une surface. L'équation (2) est dite l'équation tan- 
gentielle de cette surface; Ë, n, € seront alors les coordon- 
nées tangentielles d’un plan tangent de cette surface. 


ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. — Toute équation tan- 
gentielle du premier degré représente un point, et, réci- 
Proquement, tout point peut être représenté par une 
équation du premier degré. | 


En effet, une équation du premier degré entre Ë, n, € per- 
met de calculer € en fonction linéaire de £ et de ñ ; en portant 
celte ‘valeur dans (1), cette équation contiendra deux para- 
mètres variables au premier degré; elle représentera donc une 
série de plans passant par un point fixe et qui, par suite, 
envelopperont un point fixe. Les coordonnées ordinaires du 
point représenté par l'équation 


at+bn+ct—=d 


s’obtiendront en égalant à zéro les coefficients de €, den 
et le terme indépendant de l’équation 


æ re +yn + 2t=i, 


ce qui donne 


ol 
Que 


Réciproquement, si les coordonnées d’un point sont a, b, c, 
son équation tangentielle sera la relation qui doit exister entre 
6,n, Ç pour que le plan (1) passe par ce point, ou 


at + bn+cé=r. 
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Remarquons, en passant, que le plan dont les coordonnées 
tangentielles sont nulles est à l’infini, et que le plan dont le Ë 
seul est nul est parallèle à l’axe des x. Le plan dont le£ et 
ln sont nuls est parallèle au plan des xy. 

. Une équation du premier degré entre E, n, Ç ne contenant 

pas de terme indépendant représente un point à l'infini. Une 
équation dans laquelle 1l n'entre que & et n représente un 
point situé sur l’axe des z. Une équation qui ne contient 
que £ représente un point situé dans le plan des yz. Enfin 
const. — 0 représente, comme cas limite, l’origine. 


ÉqQuarions pu sEcoND DEGRÉ. — Une équation du second 
degré, en coordonnées tangentielles, représente une sur- 
face du second ordre, et, réciproquement, les surfaces du 
second ordre sont représentées, en coordonnées tangen- 
tielles, par des équations du second degré. 


En effet, pour avoir, en coordonnées ordinaires, l'équation 
de la surface représentée, en coordonnées tangentielles, par 


RE nn, C)=0, 


il faut éliminer E, n, € entre cette équation, l'équation (1) et 


A(F, TE +YN sn 1 


e O(E, n) 
O(f, TE +YN + 36 —1) AA 
d(n, €) 
DOTE ET EG ARE 
O(É18) k 
ou bien entre les équations 
eo, xE+yn+zl—1—=0, INT = 


Pour faire cette élimination, on rend les formules homogènes 
par l'introduction de deux variables £ et +, et l’on égale la 


107 RU S PAR 
E dE” y ôn dE à un parametre £; on est 


| 
| 
ù1 | 


suite des rapports 
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alors conduit à éliminer £, n, €, p entre 
TE+yn+zË— tr =0, 


of Eat PE 
ŒTunt on TANT. 


et celle-ci, que l’on en conclut par le théorème des fonctions 
homogènes appliqué à la fonction de 


DRE 
D 


Quand la fonction f est du second degré, les équations pré- 
cédentes sont linéaires, et le résultat, facile à obtenir, est du 
second degré; mais, quand f est de degré supérieur, la résul- 
tante est, en général, de degré supérieur à celui de la fonc- 
tion f. Sil'on a 

f= ane? + aan? + ass? + aux T? 


+ 241 ên + 243 € + 2a1Er 
+ 2 306 +20 NT + 24307, 


l'équation de l'enveloppe sera 


Œyi As is EU 
d. LEY DNS RER EG 


Réciproquement, étant donnée l'équation du second degré 
en coordonnées ordinaires 


A 1x2 es A227°? Se À 33 32 SE Ar 2 + 2ÂA,2%Y = 211323 
5e 2A,æt ie 2 A93V2Z ae 2A7t e 2 À 34 3t — O, 


pour obtenir l'équation tangentielle correspondante, il faut 
exprimer que le plan représenté par 


TE+Yn+st=i 
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est tangent, ce qui donne, comme on l’a vu, 


| A1 Au2 Aus Au a 
Ao1 A22 A3 A 1 
A1 A3» Ass As 
RO VON COMTE 

ë u SM Dar te 


—= 0, 


formule analogue à celle que l’on a trouvée tout à l'heure pour 
solution du problème inverse. 


XLII. — Quelques problèmes sur la droite et le plan, 
surfaces développables. 


Il y a des surfaces qui ne peuvent pas être représentées par 
une équation tangentielle : ce sont les surfaces développables, 
parce que leur plan enveloppe ne doit contenir qu’un seul 
paramètre variable ; il faudra donc, pour définir une surface 
développable, deux équations. Réciproquement, deux équa- 
tions entre des coordonnées tangentielles représenteront 


l'enveloppe du plan 
(1) xé+yn+Ëz=t1, 


dans l'équation duquel il ne restera plus qu'un seul para- 
mètre variable; ce sera donc une surface développable. 
Mais considérons les deux équations 


(2) o(E, LE ÿ == 0 
(3) WE, n; C)=o 


d’une développable; chacune d'elles représente une enve- 
loppe. Si l'on considère Îles coordonnées Ë, n, G d’un plan 
satisfaisant aux équations (2), (3), ce plan sera tangent à (2) 
et à (3), mais il le sera aussi à la développable (2), (5); cette 
développable est donc circonscrite aux surfaces (2), (3). 
Ainsi deux équations ne représentent pas une courbe, mais 
bien une surface développable. Toutefois, on pourra consi- 
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dérer aussi une courbe comme représentée par les équations 
de la surface développable, lieu de ses tangentes. 

Deux équations du premier degré représentent l'enveloppe 
d’un plan qui ne contient qu'un paramètre variable au pre- 
mier degré et, par suite, représentent une ligne droite par 
laquelle passent tous les plans en question et qui est leur en- 
veloppe. | 

Si l’on considère trois équations en coordonnées tangen- 
tielles, leurs solutions communes seront les coordonnées 
d’un plan qui les touchera toutes les trois. Trois équations 
du premier degré détermineront donc un plan passant par 
les trois points représentés par ces équations. : 


Prosrime. — Trouver l'équation des points situés sur un 
plan donné. 


L’équation générale du point est 
at + bn + ct=d. 


S1 l’on désigne par £’, n’, € les coordonnées du plan, on expri- 
mera qu'il passe par le point donné, en écrivant que ce plan, 
dont l'équation est 

TE +yn+3l =, 


; ; 2 b : 
contient le point dont les coordonnées sont _ 2 L ce qui 


donne LE 
aë + bn +cl = d. 


Il suffit, comme on voit, d'exprimer que les coordonnées du 
plan satisfont à l’équation du point. : 


PLus GÉNÉRALEMENT : Pour exprimer qu'une surface 


(1) JE m0) 0 
touche un plan &, 7", €, il suffit d'exprimer que l’on a 
J CE: 0160) 


car les solutions de (1) sont, par définition, les coordonnées 
de ses plans tangents. 
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Pour résoudre un problème quelconque de coordonnées 
tangentielles, on peut, quand on ne veut pas procéder direc- 
tement, avoir recours aux coordonnées cartésiennes et trans- 
former les formules trouvées en coordonnées tangentielles. 

Proposons-nous de résoudre la question suivante : 


Proszève II. — Trouver la distance d’un plan (ÉPreRCS) 

à un point | | 

at+bn+ci=d. 
L’équation du plan est 

sé tyn+ztei, 


À , . [42 b C j . 
les coordonnées du point sont — =; — > — 7; la solution 
d d d 
demandée est donc 
at +bn+ct+d, 


TELE CES 


le premier membre de l'équation d’un point est donc, à un 
facteur près, la distance du plan (6, n, C)au point. 


Prosième II. — Trouver l’équation de la sphère ayant 
son centre à l’origine. 


Cette sphère est l'enveloppe d'un plan situé à la distance R 
de l’origine; il faut donc exprimer que le plan 


amE+yn+zé=ti 


est à la distance R de l’origine : l'équation de la sphère est 
donc 


ou bien 


en posant pour la symétrie p — re 
Ces quelques exemples suffisent pour montrer comment on 
aborderait les’autres questions que l’on résout, dans les élé- 
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ments de Géométrie analytique, avec les coordonnées ordi- 
naires. 


XLIITI. — Recherche des points de contact des surfaces 
avec leur plan tangent. 


Supposons d’abord qu’il s'agisse d’une surface dévelop- 
-pable donnée par les équations 


p(E, n» C)=0, UE, n, €) =10; 


considérons deux plans tangents infiniment voisins rdc 
etË + dE, n + dn, € + dé: ils se coupent suivant une géné- 
ratrice ; les équations de cette génératrice sont de la forme 


E — À a H— 4 ets 
dE dn de 


et l’on verrait qu'on peut aussi les mettre sous la forme 


de dt 0 
Qi) ED +1) +20) À =, 
(2) CAP ETC EP ETCENE EN 


S1 l’on considère alors uniquement la surface &— 0, en fai- 
sant varier la forme de la fonction Y, toutes les droites (1), 
(2) passeront par le point fixe (1); or ces droites sont des géné- 
ratrices des développables circonscrites à © — 0. Elles passent 
toutes par le point de contact correspondant au plan &, n, : 
donc (1) est précisément l'équation du point de contact du 
plan &, n, € avec la surface D 

On arrive au même résultat en cherchant l'intersection des 
plans &,n, 6, Ê+h,n+k, C+le Et, n +4 Cyr 
En rendant l'équation 9 — 0 homogène, l'équation (1) pourra 
être remplacée par 
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On appelle classe d’une surface le nombre de plans tangents 
qu’on peut lui mener par une droite donnée. Il est facile de 
voir que la classe d’une surface est égale au degré de son 
équation tangentielle. 

En effet, soient 


aë+ bn+ct+d—o, 


aé+bn+cEt+d'—=0o 


(D) 


les équations d’une droite et 


(S) | Abe C}= 0 


l'équation tangentielle de la surface. Les solutions communes 
à ces trois équations seront les coordonnées des plans tangents 
à la surface enveloppant la droite D ou passant par cette 
droite ; le nombre de ces solutions est égal au degré de f. 


CU CR D. 


Une surface de classe m est de degré m(m — 1)?, et une 
surface d'ordre m est de classe m(m — HE 


En effet, si l’on cherche en combien de points la surface S 
coupe la droite (D), il faudra exprimer que le point de con- 


tact du plan (EË, n, €) 


of DEN PR Of 
‘JOCERNT RUES 2 De 
(P) cn re Fe O 
est situé sur la droite (D), ou, ce qui revient au même, que 
deuxplans és, no, Co, to et E1, na, Ga, t passant par cette droite 
passent aussi par le point (P), ce qui donne les deux équa- 
tions 


Re ue dE 
put A 


D Mon DEN MES Ed 
OS M ET LE Ne 
D ON on RCI = ©. 


Ces équations, jointes à (1), font connaître les plans tan- 
gents : ils sont bien au nombre de m(m — 1)?; l’autre partie 
de la démonstration à déjà été donnée plus haut. Nous nous 

L. — Traité d'Analyse, Il. à 
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trouvons ici en face d’un paradoxe déjà rencontré et expliqué 
en Géométrie plane. 

On appelle classe d’une courbe ou de la développable à 
laquelle elle sert d’arête de rebroussement le nombre de 
plans tangents que l’on peut mener à cette développable par 
un point donné. 

La développable qui a pour équations 


(1) o(é, 1 É)= 0; U(E, 1, GC) = 0; 


la première du degré m, la seconde du degré n, est circon- 
scrite aux surfaces © — 0, Ÿ — 0; sa classe est mn. En effet, 


considérons un point 
(2) at+bn+ct+d=o; 


le plan tangent à la développable qui passe par ce point satis- 
fait aux équations (1) et (2) qui sont des degrés m, n, 1: il en 
résulte que le nombre des plans tangents cherchés est bien 


mn, comme nous l’avions annoncé. 


XLIV. — Des coordonnées tétraédriques. 


Soit, en coordonnées tétraédriques ordinaires, 
(1) xt+yn+2z6+it=o 


l'équation d’un plan; si l’on écrit entre les variables 6, n, 6,7 


une relation homogène 
(2) PERS 6, t)== 0} 


ce plan enveloppera une surface. Pour trouver l'équation 
de cette surface, il faudra, conformément aux règles établies 
plus haut, écrire les équations (1) et 


La Rare 
of of | = 2 of | =0: 


dE on n Où 
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1° . - , . r 0 
etéliminer entre elles &, 1, 6, +; ces équations peuvent s’écrire 


Pour effectuer l'élimination, on égalera ces rapports à une 
indéterminée p, que l’on éliminera également, 

Au contraire, si l’on donnait en coordonnées tétraédriques 
l'équation d’une surface | 


VA NE PIN in) 


on exprimerait que le plan (1) lui est tangent en éliminant 
æ, Y, 3, L entre cette équation (1) et les équations suivantes 


CON D OP RIUE LUI NO 


I 
E 0x DURS De ir 06 


ainsi qu’on l’a vu plus haut, ce qui établit immédiatement 
une grande analogie entre les deux problèmes. 

L'équation (2) pourra donc être regardée comme une équa- 
tion, en coordonnées tétraédriques tangentielles, de la sur- 
face enveloppe du plan (1). Nous ne recommencerons pas Ici 
une théorie déjà faite à propos des coordonnées ordinaires ; 
nous nous bornerons à énoncer quelques propositions : 


L'équation tangentielle d’une surface s'obtient en expri- 
mant que le plan (1) est tangent à la surface. 


Ainsi l'équation tangentielle de la surface > DTA = 0, 


D Li, Ms — 2, Li —\t, est 


A1 A2 As Au Ë 
A1 A2 AÀ23 A n ; 
À31 ÀA3o Ass A3 € | —0o. 
Agy Ayo, Aa Ag 
EU E PRRE 


Au contraire, l'équation tétraédrique ordinaire de la surface 
enveloppe D &ij&Ëé; = 0 s'obtiendrait en remplaçant dans le 


déterminant précédent À paraet Ë,n, 6, rparæ, y,,t. 
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Deux équations simultanées représentent une surface 


développable. 
Une équation du premier degré représente un point. 
Deux équations du premier degré représentent une 


droite, etc. 


On peut donner une prie géométrique assez 
simple des nouvelles variables &, n, G, +. 
Observons tout d’abord que, si l'équation d' un point est 


at+bn+ci+dr=o, 


ses coordonnées tétraédriques ordinaires s’obtiendront en 
portant la valeur de + tirée de là dans l’équation (1), ce qui 
donne 

E(at—dr)+n(bt—dy)+ (et l'E) 


en égalant à zéro les coefficients de é,n,6,ona 


Ainsi, dans l'équation tangentielle du point, les coefficients 
sont proportionnels à ses coordonnées tétraédriques, de même 


que dans l'équation du plan ses coefficients sont proportion- 


nels à ses coordonnées tangentielles tétraédriques. 
Supposons que les faces du tétraèdre de référence aient 


respectivement pour équations 


X = AxX + BxYŸ + YxZ — 0x =0, 
7 = ayX + PyY + Yr2 — dy = 0; 
3 = 4: X + BY + y:2Z — 0: En 2 


= 4 X cn BY = Nr, TRE 0 — —1\0} 
le plan (1) aura pour équation, en coordonnées ordinaires, 
X(axë + AyNn + az C+ aT) Le Y(BzE = Byn E BzC — Bert) + Vas 0% 
Posons 


(arE + ayn + 2:60 + Th)? 
(BE Byn + Bet Bet} + (yeé y NEO G?; 


Æ TE 


_. UC 


So Ses 
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désignons enfin par V le volume du tétraèdre de référence et 
par @, b, c, d'ses faces; ses hauteurs seront 


\1+ CAP EReN RE 


Pa | 


PARIS Gens di 


ce seront les x, y, z et { des sommets. Ceci posé, la distance 
du sommet y — 0, 3 —0, t— o au plan (1) sera donnée par 
la formule 


2 


Qi 


Hi: 
HART 


2 : A 
les distances p}, p:, pe des autres sommets au même plan 
seront données par les formules 


Dur NS maso 
DC) Paire Qu PS; 


2 


Al a 


on üre de là 

mn: dPx = NA : bpy = 4 CPz —=T 4 dpe. 
Les, coordonnées £, n, €, + sont donc proportionnelles aux 
distances du plan (1) aux sommets du tétraèdre et aux faces 
de ce tétraèdre; en sorte que, si l’on considérait le plan 


(4) APx£ + bp,y + cp:3 + dprt — 0, 


Paæs Pys Pas Pe Seraient les distances de ce plan aux sommets 
du tétraèdre de référence et l'équation tangentielle 
q s 


(Pxs Pys Pzs Pr) = 0 


serait une relation entre les distances aux sommets du triangle 
de référence d’une tangente à la surface qu'elle représente. 


XLV. — Remarques au sujet des coordonnées tangentielles. 


Nous ferons une remarque sur les coordonnées tangentielles 
dans l’espace : les coordonnées d’un point et d’un plan sont 
des variables contragrédientes. Il en résulte que, les équa- 
tions ordinaires et tangentielles d'une surface étant f — o et 
© — 0, f etv sont des contrevariants. 


342 CHAPITRE IV. 


. Si f est du second degré, + sera son adjointe; car la substi- 
tution linéaire effectuée sur f, telle que 


fournit précisément la foncuon o. 
Il est facile de voir que l'équation tangentielle d’une sur- 
q q S 
face représente, en coordonnées ordinaires, la transformée par 
polaires réciproques de cette surface par rapport à la sphère 
imaginaire 
at +y?+232+i—=o. 


Les coordonnées du pôle du plan tangent 


ME on of (1:20 
sont données par ces formules 
of of Ô of 
bp . OL SON RS RATS 
9m 007 MO PT 


obtenues en identifiant l'équation du plan tangent avec le 
plan polaire de E,n, G, + par rapport à la sphère, soit 


XE+Yn+Zi+Tr=o. 


EXERCICES ET NOTES. 


4. Circonscrire à une sphère un conoïde d’axe donné et trouver la 
projection de la courbe de contact sur le plan directeur du conoïde. 
Étudier spécialement le cas où le conoïde est droit. 


9. Circonscrire à une surface du second degré une surface de 
révolution d’axe donné; montrer que la courbe de contact est une 
biquadratique gauche (ou une de ses variétés). 


8. Montrer que toute courbe gauche du troisième degré peut être 
représentée par des équations de la forme 


(1) Hi 07 HE Pas 


u, v, w, Ô désignant des polynômes du troisième degré en £. 
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Trouver l’équation de la développable, lieu des tangentes à cette 
courbe. 

Réciproquement, les équations (1) représentent une courbe gauche 
du troisième ordre. Une telle courbe peut toujours être placée sur 
deux surfaces du second degré ayant une génératrice commune. 


. 4. Trouver la surface qui, par rapport à un point donné, admet 
pour podaire une surface donnée S (cas où S est un plan, une 
sphère ). 


BF (51, 5, 53, ...) — o étant l’équation d’une surface, 51, 52, ... 
désignant les premiers membres d'équations de sphères, mener le plan 
tangent à cette surface. 


6. On fait tourner la courbe y = 0, x = sinz autour de l’axe des 
z; elle engendre une surface de révolution R. Prouver que, si l’on 
éclaire cette surface R par des rayons lumineux parallèles et à 45° 
sur l'axe des 3, l'ombre propre se projettera sur le plan des æy sui- 
_vant deux cercles. L'ombre portée sur le plan des +y est une cycloïde. 
(DuNESME.) 


7. Si l’on considère la surface de révolution engendrée par une 
conique située dans le plan des zx ayant ses axes parallèles à l’axe des 
æ et à l’axe des z, tournant autour de l’axe des 3, cetté surface, éclai- 
rée par des rayons parallèles, aura pour courbe d'ombre propre une 
ligne qui, projetée sur le plan des xy, fournira une conchoïde de 
conique. — Trouver la courbe d'ombre portée sur le plan horizontal. 

(DuNESME.) 


8. La surface 
23 + y3 + 33 — 3773 — a 


est de révolution, trouver et étudier le méridien. 


9. Trouver la condition pour que l’équation générale du troisième 
degré rendue homogène représente un cône. 


10. Toute surface de révolution touchée par un cône ou un cylindre 
suivant une courbe plane est du second degré. (DE LA GOURNERIE, 
Journal de l’École Polytechnique; 1858.) 


11. Trouver l’équation de l'enveloppe d’une sphère de rayon con- 
stant dont le centre décrit une hélice. (L’hélice a pour équations 

= a CosSY, y = asin®, 3 — bo; a, b désignant des constantes et o 
un paramètre variable.) La surface en question est la vis Saint- 
Gilles. Trouver. la courbe d'ombre propre ou d'ombre portée de la 
vis Saint-Gilles sur l’un des plans de coordonnées. 
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12. Trouver l’enveloppe d’un plan mobile qui détache dans un 
trièdre trirectangle un tétraèdré de volume constant. 


13. Trouver l’enveloppe (imaginairé) d’une série de surfaces du 
second degré homofocales. 


14. Trouver l'enveloppe d’une série d’ellipsoïdes ayant même centre, 
même direction d’axes et même volume. 


15. Par un point de l’espace, on mène des plans parallèles aux 
| |! , 
plans tangents du cône asymptote d’une surface du second ordre; ces 


plans coupent la surface suivant des paraboles; ces paraboles ont- 
elles une enveloppe? 


16. Quelle est l'équation générale des surfaces développables du 
troisième degré. | 


17. L’arête de rebroussement d’une surface développable étant de 
degré m, quel est le degré de cette surface? 


18. L’équation de la développable circonscrite à deux surfaces du 
second ordre a été discutée avec soin par M. Painvin (voir son 
Traité lithographié de Géométrie analytique). 


19. La transformée par rayons vecteurs réciproques d’une surface 
de révolution est aussi la transformée par rayons vecteurs réci- 
proques d’un cône. 


20. Soient p, q, r, ... les normales communes à un plan mobile 


et à des surfaces fixes P, Q,R, ...… Si l’on pose 


UPS De Te 


ce plan enveloppera une surface; pour avoir le point où ce plan 
touche son enveloppe, il suffit de chercher le centre de gravité de 


AU QU | 
masses PA UE placées aux pieds des normales p, q, r, ... sur 
le plan mobile. 


21. Trouver le plus court chemin d’une courbe à une autre, d’une 
surface à une autre, ou d’une courbe à une surface. 


22. Trouver le plus court chemin d’un point à un autre en rencon- 
trant des courbes ou des surfaces données. 


23. Etant données plusieurs surfaces, on demande de trouver un 
point tel que la somme des carrés de ses distances normales aux sur- 


RS SR es, Le À 2 os 


| 
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faces soit un minimum (ce point est le centre de gravité des pieds 


des normales que l’on peut mener par ces points aux surfaces). 


24. Le nombre de normales que l’on peut mener d’un point à une 
courbe de degré m est m?(2m— 1). 


25. Le nombre de plans normaux que l’on peut mener d’un point 
à une courbe d'ordre m est m?(2m — 1). 


O9 
EN 
O 
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CHAPITRE V. 


DES QUESTIONS QUI DÉPENDENT D'INFINIMENT PETITS 
D'ORDRE SUPÉRIEUR. 


I. — Longueur d'un arc de courbe gauche. 


La définition que nous avons donnée de la longueur d’un 
arc de courbe, en Géométrie plane, s'applique aux courbes 
gauches; ainsi la longueur d’un are de courbe gauche est la 
limite vers laquelle tend le polygone inscrit dont les côtés 
deviennent de plus en plus petits, leur nombre croissant 
indéfiniment. 

Soient +, y, z les coordonnées rectangulaires d’un point 
quelconque de l'arc en question; la longueur L d’un polygone 
inscrit peut être représentée par l’expression 


L ES VA} + (AyP + (Az }? 


ou 

/ 

/ Ay\? /Az\? 

LED D eee 
Az Az 
ou encore 
L = ÿ'ar(yi +y?+z?+e), 

J” et 3" désignant les dérivées de y et z, et e désignant un 


infiniment petit. Si l’on construit alors la courbe plane dont 
l’abscisse est x et l’ordonnée 


Vi met A ST 2°; 


| 


\ 
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l'aire de cette courbe sera la limite de 


ÿ Az Vi+y?+ 2, 


et cette limite existe; la limite de Ÿe Az est nulle, car c’est 


l'aire d’une courbe dont l’ordonnée est e, et, par suite, 


lim L — lim Ÿ Az V1 Rp + 22. 


: Nous désignerons par s la limite de L, c’est-à-dire, par défi- 
nition, la longueur de l'arc. La différentielle de l’are, ou ds, 
sera la différentiellé de l'aire de notre courbe auxiliaire, dif- 
férentielle égale à son ordonnée multipliée par dx; on aura 
donc 


2 


ds =dx Vi+y?+ 2? 
ou, en élevant au carré, 
ds? = dx? + dy? + dz?. 


Cette expression de la différentielle de l'arc la fait entrer 

utilement dans diverses formules : ainsi, par exemple, les 

cosinus des angles que la tangente à une courbe fait avec les 

axes sont proportionnels à dx, dy, ds et, par suite, égaux à 
dx dy dz 


2 


Vdx? + dy? + dz? V dx? + d de V dx? -- d Rd 
sf dé 54 


“ 
, D dr dy dz, - PME ss 
c’est-à-dire à ER un ainsi dx, dy, dz sont les projec- 


tions de la longueur ds portée sur la tangente et non pas, 


comme on dit quelquefois, les projections de la corde jo01- 
gnant deux points VOISINS. 


II. — Du plan osculateur. 


Par un point d’une courbe, on peut mener une infinité de 
plans touchant cette courbe, c’est-à-dire passant par deux 
points infiniment voisins, mais il en est un parmi eux qui 
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doit surtout attirer notre attention, c’est celui qui passe par 


trois points infiniment voisins: on lui a donné le nom de 
plan osculateur. 


Ainsi, le plan osculateur d’une courbe en un point est la 
le P P 


limite du plan qui passe par ce point et deux autres points 
de la courbe venant se confondre avec le premier. 


Pour trouver l'équation du plan osculateur d’une courbe 
au point æ, y, £, on remarquera que, le plan devant passer 
par le point +, y, z, son équation sera de la forme 


(1) A(X—x)+B(Y—y)+C(Z—z)=0, 

À, B, C désignant des coefficients à déterminer. Exprimons 
qu'il passe aussi par les points æ + At, y +Ay, zs+Azet 
TH 24% Ar) yLE 2Ay + A?y, 3 +oAz+ A?z, infini- 


ment voisins du premier ; nous aurons 
A Az + BAy + CAz — 0, 
A (2 Ar + x)+ B(24y + Ay) + C(2A3 + A2z)— 0: 
la dernière formule peut être remplacée par 
A A?2% + BA2y + CA2z —0 


et, si alors on passe aux limites (t. T, p. 101), on aura pour 
déterminer À, B, C les équations 


(2) A dx + Bdy + Cds — 0, 
(3391 # Adx + Bdy+Cdz=—o. 


Si, entre les équations (2), (3) et l'équation (1), on élimine 
À, B, C, on aura l'équation du plan osculateur 
X = Ne petite 
dx dy dz tt 


dx d'y d?3 
ou 


(X— z)(dy 3 — dy ds) +(Y —y)(ds dix — dz dx) 
+(Z— 3)(dx dy — dx dy)= 0. 


Le plan osculateur d’une courbe, au point M de cette 
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courbe, est un plan passant en M et situé à une distance 
du point M' infiniment voisin de M pris sur la courbe, 
qui est infiniment petite du troisième ordre. 


En effet, la distance du point x + Ax, y + Ay, z + Az au 
plan représenté par l’équation (1) est 


A Ar + BAy -+ CAz 
VA2+ B? + C2 


Si l'on veut exprimer que cette quantité est du troisième 
ordre, il faut la développer par la formule de Taylor, en 
observant que Ax— dx +id?x+..., el égaler alors à 
zéro les termes contenant les infiniment petits du premier 
et du second ordre. On a précisément ainsi les formules (2) 
et (3). Nous généraliserons plus tard cette proposition. 


Le plan osculateur est aussi la limite d’un plan passant 
par une tangente parallèlement à la tangente infiniment 
voisine. | 


En effet, l'équation d’un plan passant par le point æ, y, 3 
est 
(1) A(X—x)+B(Y—-y)+C(Z—z)=0o; 
s’il passe par la tangente au point x,y,s,0na 
Adx+Bdy+Gdz=—o; 


s’il est parallèle à la tangente voisine, dont les coefficients 
directeurs sont dx + d?x, dy + dy, ds + d?3,ona 


A(dx + dx)+B(dy + dy)+ C(dz + dz) =0; 


ces équations reviennent à (1), (2) et (3) : donc, etc. 

Disons enfin que le plan osculateur en x, y, 3 est la 
limite d’un plan passant par trois points variables de la 
courbe venant se confondre COLE TOI CIO ANT se 

En effet, exprimant que le plan 


AX + BY + CZ + D =0o 
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passe par le point 


T+AT, Y+Ay, 3 + Az, 


puis par les points 
T+92AZ + A2% 


el 
x + 3 Ar + 3 Ar + A3, LUE 


on a 
A(X—x—Ax)+B(Y—y—Ay)+C(Z—3— Az) EF D—0o, 


A(X — 2% — 0 Ag — A1B) HN EL EP ONORRNNRE rs 00 > O6, 
AÇX — x — 3 Ar —3 A7 — A8 D) PNR — 10. 


En combinant ces équations et en négligeant des termes 
d'ordre supérieur, on a | | 


A(X—z)+B(Y—7y)+C(Z— 3) —0, 
À Ar + B Ay + CAz =, 
À Ar + B A2y + C Az =0,. 


ce qui, en passant aux limites, fournit les équations 


A(X—x)+B(Y—7y)+C(Z—3)=0o, 
À dx + B dy + Cds — 0, 
À BE D RDE DA 


L’'élimination de À, B, C entre ces équations donne l'équation 
du plan osculateur : done etc. C. SO RE 


Tréorèue. — L'intersection de deux plans osculateurs 
infiniment voisins est une tangente à la courbe. 


En effet, soit 
(4) Pre 0 


l'équation du plan osculateur au point (æ Y2); l'équation du 
plan osculateur au point infiniment voisin, 


T+ dx,  y+ dy, 2 + ds, 
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s’obtiendra en changeant dans l’équation précédente x en 
x + dx,yeny+dy,etsen s+ dz; cette équation sera donc 
(5) P + dP — 0. 
Cette équation et (4) représentent l'intersection de deux 
plans osculateurs infiniment VOISINS. 

On peut remplacer d’ailleurs l'équation (5) par dP — 0, en 


sorte que l'intersection cherchée peut être représentée par 
les deux équations 


(6) A(X—x)+B(Y—y)C(Z—z)=0, 
dA(X—x)+dB(Y — y) + dO(Z — 3)—(A dx + B dy + Cdz)—0; 
en vertu de (2), cette dernière formule se réduit à 

dA(X—zx)+dB(Y—7y)+dG(Z—z)=0; 
Dbinée avec (6), elle donne 


PR ec db  Cda=Adt. AdB—BdA 


Ce sont encore les équations de l'intersection de deux plans 
osculateurs infiniment voisins; mais, en posant 


A=(dy dz— dydz)dx 
+ (ds dx — ds dx) y + (dx dy — dx dy) 33, 


on a 
MO CUB — drink NC AE À dC = dy:A, 


A dB BuA = ds \ 
Ces formules (7) peuvent donc s’écrire, en multipliant par À, 


RÉAL = Y Une 


dx dy 2 4 


ce sont les équations de la tangente : donc,etc. €. Q. F. D. 
Il résulte de là que l’enveloppe des plans osculateurs 
d’une courbe gauche est le lieu de ses tangentes. 
Par suite : 


Le lieu des tangentes à une courbe gauche est une 
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surface développable, dont le plan tangent est osculateur 
à l’arête de rebroussement. | | 


III. — Projections cylindriques et coniques des courbes gauches. 


Rapportons une courbe gauche à son plan osculateur pris | 
pour plan des y; nous prendrons pour axe des x la tangente, | 
pour axe des y la normale tracée dans le plan osculateur qu’on | 
appelle la normale principale ; l'axe des z sera alors la nor- 
male perpendiculaire au plan osculateur ou la binormate. 

L’équation du plan osculateur devra se réduire à 


Le 0: 


RSS. sr en nd Lo de “os, 


7 
LS 


on devra donc avoir, pour += 0, y} —0,z:—o, 

L 
(1) & 3 dy — dy dz = 0, .{ 
(2) d'x dz — d3 dx = 0; 


en égalant à zéro les coefficients de X et Y dans l'équation 
générale du plan osculateur, on devra avoir en outre 


dx dy © de 
(3) FR M 


puisque l'axe des x est la tangente, et que les trois quantités 
précédentes sont les cosinus directeurs de cette tangente. Les 
équations (1) et (2)se réduisent alors à o — o et d?2z— 0. 
Supposons que l’on prenne pour variable l’arc s compté à 
partir de l’origine des coordonnées. En appelant x/, y, z!, 
x”, y", z', ... les dérivées successives de T,Y, 4 POUr S— 0, 


on a, par la formule de Taylor, et en tenant compte des rela- 
dx HAOMNEETTS dz 


LION SE 1e 0 CN OO NE 
ds ? ds ? ds ? ds? 2 
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Z 3 
On conclut de ces formules que les rapports eu —) 7 sont 
XL Z” 


finis pour s — o; donc on peut écrire 
Paz +ow,,, z—bri+u, 22 = Cy3 + w”, 


@, b, c désignant des constantes et w, w/, w/ des quantités 
infiniment petites d’ordre supérieur. 

Il en résulte que, si x est assez petit, ces équations, qui 
sont celles de la projection de la courbe sur les plans coor- 
donnés, sont sensiblement celles des courbes 


par? HS DEP, 2UROPS. 


Ainsi, projetée : 1° sur son plan osculateur, la courbe 
ne présente aucune particularité; 2° sur le plan normal, 
_elle présente un point de rebroussement ordinaire et 3° sur 
le plan tangent passant par la binormale, une inflexion. 

Ces résultats peuvent être généralisés : 

Supposons que l’on regarde une courbe gauche en plaçant 
l'œil sur la binormale, cette courbe ne présentera aucune par- 
 ucularité; si l’œilest Et sur la tangente, la courbe présente 
au point que l’on considère un rebroussement de première 
espèce; enfin, en plaçant l’œil sur la normale principale, la 
courbe présente un point d’inflexion; en effet, dans le voisi- 
nage du point considéré, la perspective de la courbe se con- 
fond sensiblement avec une projection orthogonale. 


IV. — Du contact des courbes gauches. 


Deux courbes gauches passant au point M onten ce point 
un contact d'ordre n si, considérant une sécante PP’ com- 
mune à ces deux courbes, menée dans le voisinage du point M, 
la portion PP'de sécante comprise entre les deux courbes est 
d'ordre ñ +1 par rapport aux distances MP ou MP’. 

Supposer MP et MP! de même ordre, c’est supposer que PP’ 
n'est pas parallèle à la tangente en M à ee des deux courbes. 
D'ailleurs, en répétant les raisonnements faits en Géométrie 

L. — Traité analyse, IT. 23 
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plane, on démontrerait que l’ordre de PP/ ne dépend pas de 
son orientation. 

Pour trouver les conditions du contact d’ordre n de deux 
courbes passant au point M, désignons par %, y, 3 ou 
Par Lis Vis 1 les coordonnées du point M suivant qu'on le 
considérera comme appartenant à la première ou à la seconde 
courbe. Les coordonnées du point P voisin de M sur la pre- 
mière courbe seront æ + Ax, y + Ay, z + Az, et les coor- 
données du point P’ voisin de M sur la seconde courbe seront 
THAT, Vi + AY + Az,;. Pour qu'il y ait contact 
d'ordre M, il faudra que PP’, ou ses projections Ax-—Ax,, 
Ay — Ay,, Az — Az, soient d'ordre » + 1 au moins. (L'une 
d'elles devra être de l’ordre nr + 1 si l’on veut-que le contact 
soit précisément d'ordre n.) 

Mais, pour que ces conclusions soient exactes, 1l faut que 
la variable indépendante dont dépend la position des points P 
et P' soit telle que PP’ ne soit pas parallèle à la tangente à 
l’une des deux courbes. On pourra, par exemple, prendre 
x=— x, pour variable indépendante; les points P et P' s’ob- 
tiendront alors en coupant les deux courbes par un plan 


parallèle au plan des yz. 


Ces restrictions une fois posées, si l’on observe que, en vertu 


de la formule de Taylor, 


Ag — Ag; — dx — dx;+ (dx — dri)+. ss 
Ay—Ayi= dy — dpi+ (dy — dysltees, 
Az — Az1 = de — ds + 5(d23 — d'z,)66., 


on voit que les conditions de contact d'ordre n sont 


dt — dx: =00, dx — dx; =0, IR dix — dix; =0, 
dy — dy1=0; Œy — M'y1=0, ...) d'y — dy; =0, 
di? 0, d'z3—d'3;=0, te, dr.z— dn 3, —0. 


Quand on prend x— x, pour variable indépendante, on a 
dx =0,dx,;=0,...,dx—0, dx, —o et les conditions 
écrites sur la première ligne sont satisfaites d’elles-mêmes : 
donc il faut 2n conditions pour assurer le contact d'ordre 7. 


é = w. 
PO ST PURES CT 


=3 


2% 
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Dans la pratique, pour exprimer que deux courbes ont un 
contact d’ordre x, on différentie les équations de l’une des 
courbes et l’on y remplace les différentielles de æ, y, z par 
les différentielles déduites des équations de l’autre courbe. 
Il conviendra, en général, de prendre pour variable indépen- 
dante l’une des coordonnées x, y, 3, ou l'arc s que l’on 
prendra le même dans les deux courbes. ( Voir les remarques 
faites en Géométrie plane.) 


Taéorème |. — Deux courbes ont un contact d'ordre n 
quand leurs projections sur un plan quelconque ont un 
contact d'ordre n, et vice versa. 


En effet, la distance PP’ considérée tout à l'heure est du 
même ordre que sa projection, pourvu que la projection ne 
s'effectue pas sur un plan normal commun aux deux courbes. 


Taéorkme II. — Deux courbes ont un contact d’ordre n, 
quand elles sont la limite de deux courbes variables se 
coupant en n +1 points confondus. 


En effet, leurs projections ont un contact d’ordre n. Il va 
sans dire que deux courbes qui ont un contact du premier 
ordre sont tangentes; car, l’angle PMP’ ayant un côté PP’ du 
second ordre, l'angle M sera nul à la limite; puisque 

sinM  sinP 
SPP NOMPE 


P étant fini par hypothèse, MP’ étant du premier ordre, M doit 
être nul à la imite, si PP’ est du second ordre. Ainsi MP et MP’ 
ont même position limite; or ces positions limites sont celles 
des tangentes aux courbes en M. 


V. — Contact des courbes et des surfaces. 


Une courbe a avec une surface un contact d’ordre n au 
point commun M, quand une droite PP'voisine de M rencontre 
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la courbe et la surface en des points P et P’, tels que PP soit 
d'ordre n +1 par rapport à MP. En supposant que PP’ ne 
soit à la limite ni tangent à la courbe ni tangent à la surface, 
on prouve que cette définition est indépendante de l’orienta- 
tion de PP’. 

Pour trouver les conditions du contact d'ordre n d’une 
courbe et d’une surface, nous supposerons que l'axe des z ne 
soit parallèle ni à la tangente en M à la courbe, ni au plan 
tangent en M à la surface. Le cylindre projetant la courbe sur 
le plan des xy coupe la surface suivant une courbe qui doit 
avoir avec la proposée un contact d'ordre n, car la distance 
de deux points de ces courbes comptée parallèlement à l’axe 
des 3 est d'ordre n + 1, et réciproquement. 

Soient donc 


(1) æ —=(z), 
(2) 7 = (a), 
(3) J(æ,7)=0 


les équations de la courbe, 
(4) F(æ, y, :)=0 


celle de la surface ; il suffira, pour assurer le contact d'ordre », 
d'exprimer que la courbe représentée par 


F0; f=0 
a un contact d'ordre n avec celle qui est représentée par 
æ—=(z), y = Ÿ(z). 


Pour cela, on exprimera que les valeurs de dx, dy, dz, ..., 
déduites des équations de la courbe proposée, sont les mêmes 
que celles que l’on déduirait de F—0o et de f=0pous 
exprimer ces conditions, on peut différentier n fois 


F =, f =, 


et remplacer +, y, z, dæ, dy, ds, d?x,... par leurs valeurs 
tirées de æ — (3), y — Ÿ(z); mais alors f = 0, df = 0, ... 
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donnent des identités, et les conditions du contact d’ordre n 
sont que les équations 


0, dE = 0, ES A drF—0o 


aient lieu quand on y remplace x, y, 5 par leurs valeurs 
déduites de x — w(z), y — d(z). 

, 

Taéorème. — ST une courbe variable de forme rencontre 

une surface en n +1 points, et que, eu égard à la varia- 
bilité de certains paramètres, les points en question vien- 
nent se confondre en un seul, la courbe et la surface auront 
un contact d'ordre n. 


En effet, si l’on projette la courbe sur la surface à l’aide de 
projetantes parallèles à une direction fixe, on obtiendra une 
courbe qui, à la limite, aura avec la proposée un contact 
d'ordre n, puisqu'elle a évidemment avec celle-ci n + 1 points 
communs qui, à la limite, viennent se confondre en un seul 
situé sur la surface. 

La définition que nous avons donnée plus haut du plan 
osculateur nous montre que ce plan a avec la courbe un con- 
tact du second ordre; car, pour obtenir son équation, nous 
avons exprimé que les différentielles première et seconde du 
premier membre de son équation étaient nulles, en supposant 
æ, Y, 3 tirés des équations de la courbe. 

Deux courbes sont osculatrices, une courbe est osculatrice 
d’une surface, quand l’ordre de leur contact est aussi élevé 
que possible, eu égard au nombre des paramètres arbitraires 
que leurs équations renferment. 

Ainsi, un plan renfermant trois paramètres, on pourra 
le faire passer par trois points donnés seulement; ïl ne 
pourra donc avoir avec une courbe un contact d'ordre supé- 
rieur au second, et, quand il aura un contact de cet ordre, il 
sera osculateur. 

Accidentellement, deux courbes ou une surface et une 
courbe peuvent avoir un conctact d'ordre plus élevé qu’on 
ne pourrait le supposer, eu égard au nombre des paramètres 
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que renferment leurs équations; on dit alors qu'il y a suros- 
culation. Nous avons donné des exemples de surosculation en 
Géométrie plane; nous en donnerons bientôt de nouveaux. 


VI. — Droite osculatrice et plan osculateur d'une courbe. 


Les équations d’une droite sont de la forme 
(1) Das +, NY = bz PP 


Pour qu’elle ait un contact d’ordre n avec une courbe, 1l faut 
que les dx, dy, d?x, d?y, :.. de la courbe soient égaux à 
ceux de la droite; on doit donc avoir 


(5) dT=Aaulr, dy = 0 de, 


(3) dx = 0, d'y = 0, 


les équations (1) et (2) déterminent à, b, «, $, quand on s’est 
donné x, y, z. La droite osculatrice d’une courbe en un 
point donné a donc en général un contact du premier ordre 
avec celte courbe, et les équations (2) montrent que c’est la 
tangente au point donné. 

Les points où l’on a dx —0o, d'y — 0 sont ce qu'on peut 
appeler des points d’inflexion ; le plan osculateur y est indé- 
terminé. ie Ll | 

L’équation du plan est de la forme 


AX+BY+CZ+D—=o 


et content trois paramètres; on peut donc le faire passer par 
trois points confondus en un seul, et alors il sera osculateur; 
on déterminera ses coefficients par les formules 


Az +By+Cz+D=o, 
À dx + B dy + GC dz = 0, 
À dx + B d?y + Cd?2z = o. 


En certains points, il pourra se faire qu’on ait en outre 


À x +Bdy+Cdz—o, 
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et alors l'élimination de À, B, C donnera 


dx dy dz 
dæ dy d'z | =0o ou Dee 
Rd dy dz 


le plan osculateur est alors surosculateur ou stationnaire, 
et la courbe se confond sensiblement avec une courbe plane 
dans le voisinage du point (x, y, 4). 

Supposons une courbe donnée par ses équations ; on pourra 
poser À — o. Cette équation, jointe à celles de la courbe, dé- 
terminera un certain nombre de points où le plan osculateur 
sera stationnaire. Ainsi, sur toutes les courbes, en général, 
il existe de tels points. 

Enfin il pourrait arriver que, en certains points, le plan 
osculateur eût un contact d'ordre encore supérieur; mais 1 
faudrait une équation de plus pour exprimer cette circon- 
stance. Il en résulte que les courbes ne possèdent pas, en 
général, de tels points. 


VII. — Cercle osculateur. 


Le cercle est déterminé par trois points : le cercle oscula- 
teur d’une courbe sera celui qui passera par trois points infi- 
niment voisins de cette courbe. On peut prévoir que le plan 
de ce cercle sera le plan osculateur, puisqu'il passe par trois 
points infiniment voisins de la courbe. Vérifions cela par le 
calcul. 

Les équations d’un cercle sont 


(1) Ax+By+Cz+D=o, 
(2) (@—a}+(y—BP+ (sv) = Re. 


Pour exprimer que ce cercle est osculateur, il faut écrire qu'il 
passe par le point (x, y, z) de la courbe et que ses dx, dy, ds, 
d?x, ... sontles mêmes que ceux de la courbe. Pour cela, 
nous écrirons que les équations (1) et (2) ont lieu pour un 
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point de la courbe; cette condition est toute écrite si x et y 
sont supposés calculés en fonction de 3 à l’aide des équations 
de la courbe. Différentiant alors les formules (1) et (2), nous 
exprimerons qu’elles ont encore lieu quand on y remplace 
T, JV, 3, dx, dy, ds par leurs valeurs tirées des équations 
de la courbe, et nous différentierons ainsi Jusqu'à ce que 
nous ayons Juste assez d'équations pour déterminer les coef- 
ficients À, B, C, D, «, B, y; R. Nous trouvons ainsi, outre 
les équations (1), (2) entendues comme il a été dit, 


(3) À dx + B dy + Cdz =, 
(4) (æ— a)dx + (y —$B)dy +(z— y)dz =0. 


On peut encore écrire deux équations pour déterminer les 
sept coefficients auxquels se réduisent A, B, ..., R. Diffé- 
rentions encore et nous aurons 


(5) À dx + B d?y + Cd? —0, 
(6) (t— a) dr +(y —$8)d?y +(z—y)d23 = ds?. 


IT semble qu'il reste un coefficient indéterminé dans le ré- 
sultat; mais les équations (1) et (2) représentent d’une infi- 
nité de manières le même cercle, et l’on peut supposer 


Aa+B$B+Cy+D—=0o; 


4, $, y seront alors les coordonnées du centre du cercle 


L4 


osculateur. Cette formule permet d'écrire l’équation (1) ainsi 
(7) _ A(&g—a)+B(y—$)+C(z—7Y)=0 
et d'éliminer D. 

Pour calculer «, 8, yet R, ce qu’il nous importe surtout 
de connaître, nous observerons que, si pour un moment 
4, $, y sont considérés comme coordonnées courantes. 
l'équation (4) représente un plan normal, et l’équation (6), 
obtenue en différentiant (4), est l'équation d’un plan passant 
par l’intersection du plan normal avec le plan normal infini- 
ment voisin; les formules (4) et (6) représentent l’axe du 
cercle osculateur. Aïnsi, l'axe du cercle osculateur est 
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l'intersection de deux plans normaux, infiniment VOISINS. 
Les équations (3), (5), (7) sont celles du plan osculateur. 
Ainsi : 


Tuéonème. — Le plan du cercle osculateur est le plan 
_osculateur. 


En résolvant les formules (4), (6), (7) et en observant que 
A= dy d?z — d'y dz,... ,puisen posant D?— A2 + B? + C?, 


on trouve 
8 MR tee de —d'ad dydx — d'xd 
( Wépre—ss z(d?xdz— d:dx)— dy(d?y dx — dx y )]: 
Cette formule se simplifie et donne successivement 
ds? 
ZT — 4 — a Ladée Cart ces En de 2zdz + d?ydy)], 


T—4—= _ [dx (ds? — dx?) — dx(dsd?s — dx dx), 


3 
CHAUT — 4 — (dx ds — d’sdzx). 


Pour calculer R, nous observerons que la formule (8) peut 
s’écrire | 
ds? , Ca): 
(æ—a)= 55 (B 3 — Cdy); 


en ajoutant cette équation avec celles qui donnent y — F, 
z — y, après les avoir élevées au carré, on à 


2) ds! 


Re Tr D (Bd: — CdyY 


ou, en vertu d’une identité bien connue, 
R? = = FCA2-- Ba Ce)(det + dyi+ de?) —(A dr + B dy + Gds}], 
c’est-à-dire, en observant que le second terme est nul, 

ds" 


= Dt D? ds? 
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ou, réductions faites, 


3 
(10) R= _ 
ou enfin 
(10 bis) R — Eh Et 


LE 
[(dy 3 — d:d y} + (d:d2x — dx d 3} + (dx dy — dy dx)? 


Le cercle osculateur étant tangent à la courbe, le rayon de 
courbure du point de contact est dirigé suivant une normale 
à la courbe ; cette normale, située dansle plan osculateur, porte 
le nom de normale principale. Nous la supposerons dirigée 
de la courbe vers le centre du cercle osculateur; ses cosinus 


; D—u Yy—8 z—7 
directeurs sont alors RS RUES 


> C'est-à-dire 


ds 


RD: (dx ds — ds dx), ..., 


c'est-à-dire, en vertu de (10), 


dx ds — dsdx BR dy ds — dsdy BR d?: ds — d?sdz 


CHER ds3 : ds3 : ds3 


Avant d’aller plus loin, nous ferons observer que, quand l’arc 
est variable indépendante, les cosinus directeurs de la noOr- 
male principale se réduisent à | 


æ& x Ca R d? 3 


as er) 2 M Ta UE 
ds? ds? ds? 


En écrivant que la somme de leurs carrés est l’unité, on trouve 
I 2 æx\2 dy 2 23 \2 
sr 2 QUE CT e 
R2 ds? ds? ds? 


VIII. — Des deux courbures des courbes gauches. 


Dans la Géométrie à trois dimensions, comme dans la 
Géométrie à deux dimensions, il est naturel de mesurer la 
courbure d’une courbe par l’inverse du rayon du cercle oscu- 
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lateur. On arrive aussi d’une autre manière à la mesure de la 
courbure. 

Si, comme en Géométrie plane, nous appelons angle de 
contingence l'angle de deux tangentes voisines; Si nous 
appelons de cet angle; si nous désignons en outre par ds l'arc 


de 
ds 
Mais, indépendamment de cette courbure, les courbes 


correspondant, -- sera Ce que nous appellerons la courbure. 


gauches en possèdent une autre (qui fait, par exemple, que 
l'hélice a un pas); cette courbure ou torsion est produite par 
le déplacement du plan osculateur. Nous la mesurerons à 
l’aide des considérations suivantes. 

L’angle que deux plans osculateurs infiniment voisins font 
entre eux au point M d'une courbe est appelé angle de tor- 
sion. 

En désignant par du l’angle de torsion, ds l’arc correspon- 


d : 
dant, _ est ce que l’on appelle la torsion en M. 


. Pour calculer la courbure et la torsion, nous ferons usage 
d’un lemme que nous allons démontrer. 


D (Soient. D, relie, Pis Yi les coefficients 
directeurs de deux droites, 0 leur angle; on a 


(Bya— yBi 2 + Cu — avi + (as — Pau)? 
1 sin20 — : : ; : 
G) (a+ B2+ y2)(ai + BI + Yi) 


Supposons maintenant que %, Bi, y, soient ce que devien- 
nent #, B, y quand on passe de la droite «, 6, y supposée 
mobile à sa position infiniment voisine; On aura 


du = à + da, B1 = 8 + dB, Y1= y + dY; sin? 0 — 02, 


et La formule (1) donnera 


dB} + (yda—ady} +(adÿ — 6 da }? 


(Bdr 
dE 
LUE (a+ B2+ y) 


Telle est l’expression que nous voulions obtenir de l’angle de 
deux droites infiniment voisines. 
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Applications. — Supposons d’abord que a, B, y repré- 
sentent les coefficients directeurs de la tangente à une courbe 
au point (æ,y, z), et soit ds l'élément d’arc de cette courbe ; 
On aura a — dx, 8 = dy, y — dz, et 0 — de sera l’angle de 
contingence ; il viendra alors | 


Sen (dy d2 3 — dz dy)? + (dz dx — dx &? 3)? + (dy d? x — dx y}. 
ér dst ; 


e e I ” 
en divisant par ds? et en appelant R la courbure, on aura 


(2) SpA Gr d'a did y) + (dite — dr 3) + (dydx dry}. 
RES" ds$ 


Nous appellerons R le rayon de courbure; nous pouvons 
observer qu’en désignant par À, B, C les coefficients du plan 
osculateur, on a 

1,1 AZ PIB CA 


(2 Dis) M: Fer 


nn 


la formule F0) peut encore s’écrire 


(2er) 


LUN Ge'+dy+d#)(de+dp+de) (dr dx+dydy+d:d7) 
RU ds | 


En observant que dx? + dy? + dz? = ds? et qu’en diffé- 
rentiant on a dx d?x + dy dy + ds d?5— dsd?s, la for- 
mule (2 ter) devient 

__ ds(lart+ Byr d232) = 9 ds ds À 


I 
R?2 ds < 


si donc on prends pour variable indépendante, on a d?s — (on 
et 


« I VS d? x 2 dy 2 d? 3 2 
(5? Re) A) + (C2 
‘ formule souvent utile, et qui montre, ainsi que (2), que le 


rayon de courbure est égal au rayon du cercle osculateur 


(voir p. 359). 
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Supposons en second lieu que l’on prenne 


x=A— d'y dz— d'2 dy, 
(4) B=B— d2 dx — d?x ds, 
y= C= dx dy — d'y dx, 


A, B, CG désignant, comme plus haut, les coefficients direc- 
teurs du plan osculateur; dans. la formule (1), à désignera 
l'angle dw de deux plans osculateurs voisins ou, 51 l’on veut, 
l'angle de torsion, et l’on aura 


LR ES (BdC—CdBy+(GdA—AdC}+(AdB —BdA} 
“ (A2 B?+ CC} 


Posons 
dx dy dz 


A=| dx dy dax; 
dx dy dÿz 


A est ce que l’on appelle le déterminant de la courbe. Si l’on 


effectue le développement de BdC — CdB, on trouve, en fai- 
sant usage des formules (4), 


BdCG =CdbB =Adr, 
C'AN NICE dY) 
A'IB =B'dAÂ — Adz. 


L'équation (5) donne alors 


] I Il ° (0) 
et, en appelant % là torsion 77. ? 


ï A? 
ji ANS (A? 


+ 
(eo) 
© 
+ 
Se 


puis, à l’aide de (2 bis),on a 
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et 
GAS RAS 
(6) Ti 


T s'appelle le rayon de torsion. 
L'expression de À et par suite celle de T prennent des 
formes remarquables quand on choisit l'arc s pour variable 
indépendante. On a 
œu 11 
En AE 


en désignant par zx’, y! 3, ... les dérivées de x, Y, 3 rela- 
tives à s; on en conclut, en élevant au carré, 


L æ > RE + ) DE 
A 2 
(5) ( a) LE dre d æ"2 SNA L 
ds 
> z'x" ù | x" x"! » x2 
| 


. . , . I 
or, si l’on différentie les formules 2 = et ROUES 
2 


2 


dont la seconde est identique à (3), on a 


6 I 
TA ll Li = . 
Sr 0 et ÿ &'æ = — De 


on à aussi 


I O MT 
I 
mn) = , 3 I I és, 
Use R2 R ds 
I 
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ou 


A \2 I Le I I RE 1e: 
(x) = De ROMANS dite 


(6) devient par suite 


VIII. — Discussion des formules relatives à la courbure. 


Le rayon de courbure est une fonction de x,y, 3, ou pi 
de l’une quelconque de ces variables; 1l ne peut être qu ’acci- 


dentellement nul ou infini. En effet, si l’on suppose R toujours 
infini ou & toujours nul, les coefficients À, B, C du plan oscu- 
lateur seront toujours nuls, et, dans ce cas, nous avons vu 


(p. 358) que la courbe se réduit à une droite. R ne saurait 


LL L I LU L2 L L1 
être toujours nul, sans quoi L; serait toujours infini et 


d?x Ex. dy 2 d2z 2 
as? ds? + 


aussi, ce qui ne peut avoir lieu. La torsion étant exprimée par 


VAN 
la formule er - ne peut être constamment nulle que si À = 0; 
P q ; 


or on a, en AE 3 pour variable indépendante, 


dx dy dz 
A=| dx dy o |: 
d'TLdy 60 


c’est-à-dire 
A=(dxdy— dx d’y)dz. 
Si l’on pose À — 0, dz étant diflérent de zéro, on à 


AMONT 
dy dx, 


dx dy — dx dy—o ou 
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ou, en désignant par c une constante, 
logd?y — logd?x — loge, 


ce que l’on vérifie en remarquant que la différentielle du pre- 
mier membre de cette formule reproduit le premier membre 
de la formule précédente. On peut écrire cette formule ainsi 


d?y 
LEON 


ou 
dy — c dx — 0; 


en appelant c’ une nouvelle constante, on trouve 
dy — c dx = c'ds, 

et, en appelant c” une troisième constante, 
VÆoTEcetmici 


c’est l'équation d’un plan : donc les courbes planes ont seules 
une torsion nulle. 


Remarque. — Ainsi, pour exprimer qu’une courbe est 
plane, on pourra écrire que son déterminant est nul. 


IX. — Évaluation de quelques infiniment petits à l’aide 
des quantités R, T, A. 


Distance d’un point d’une courbe à la tangente menée 
par le point voisin. — L'équation de la tangente étant 


X == DIN Vel 
dD. 1 ORNE 


la distance X du point x + Ax, y + Ay, 3 -+ Az à cette droite 
est donnée par la formule 


pe V(Az dy — Ay dz)? + (Az dz — Az dx}? + (Ay dx — Ax dy}? 
Vdz? + dy? + dz? 
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Remplaçons Ax, Ay, Az par 


RO dyY +5 dy+..., - ds41idiz+...;: 


en négligeant les termes d’ordre supérieur, nous aurons 


(d?z dy — d'y dzÿ +... 
h = 1 Ÿ 
17 | ds? 2 


c'est-à-dire (p. 362) 


a! 
IRETSE, 


Cette formule est exacte aux termes du troisième ordre près, 
et l’on vérifie une fois de plus que la quantité À est du 
second ordre. 


Distance d’un point d’une courbe au plan osculateur 
mené par le point infiniment voisin. — L’équation du plan 
osculateur en x, y. z est 


(X—x)(d?'y ds — d3dy)+...—0 
ou 


A(X—%)+B(Y—7y)+C(Z—3:)=0. 


. La distance du point x + Ax, y + Ay, 3 + Az à ce plan est 
donnée par la formule 


_ AAr + BAy + CAz 


Æ 
V'A?+ B2+ C2? 


. 


Or on a vu que (p. 348) 


A dx + B dy + C dz = 0, 
A dir + B dy + Gdz=o. 


S1 donc on remplace Ax par dx + sPr+idr+..: ,on 
aura, en vertu des formules précédentes, 


fi À dr+B dy + Chz 
6 VA3 + B3 + C3 ï 
L.— Traité d'Analyse, IL. » 


k 


4 
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si l’on remplace alors À, B, C par leurs valeurs 

d'y ds — d?: dy, d?zdx— d?x ds, d?x dy — d'ydx, 
on trouve, en se rappelant les expressions de À, " el don- 
nées au paragraphe précédent, 


Jap ds3 


OU CIS IN GTR? 


A 


k est donc bien du troisième ordre, comme nous l'avons déjà 
observé, et nous avons une double expression de cette quan- 
tité, exacte aux termes du quatrième ordre près. 


Différence entre un arc et sa corde. — Prenons toujours 
les mêmes notations. Les coordonnées d’un point voisin du 
P 
point (x, y, 3) pourront être représentées par 


Az = dr +5 dr+idr+..., 
Az = dz+% dz +dèze. 


et, si l’on prend l’arc pour variable indépendante, ds repré- 
sentera exactement la longueur de l’arc qui va du point (x, y, =) 
au point x + Ax, y + Ay, 3 + Az. Soit c la longueur de la 
corde correspondante; en élevant les équations précédentes 
au carré et en les ajoutant, 1l vient. 


c? = ds? + (dx dx + dy d?y + dz d?z) 
+ &(dx dix + dy By + dz M z)++(d?r? + dy? = d?32) +. 


en nous arrêtant aux termes du cinquième ordre. Or on a 
dx? + dy?+dz?= ds? 
et, en différentiant deux fois, 


dx dx + dy d'y + ds d3 = 0, 


ds 


dx dix + dy dy + dz ds —=—(dx?+ dy d?z?) = — Fa 
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portant ces valeurs dans l'expression de c?, on trouve 


, ds* 
ou 
ds 
2— ds? —— 5 — 
(9 12 2 
ou 
, $ ds 
(c+ ds)(c— ds) =— > R: 


, 


On voit que c — ds est du troisième ordre; donc, aux termes 


du cinquième ordre près, on aura, en remplaçant c + ds 
par 2ds, 


On voit donc que la différence entre un arc de courbe et sa 


corde est, non pas du second, mais du troisième ordre. Cette 


’ r à \ ds3 AA 
différence est égale ee aux termes du quatrième ordre 


près. 
Gavarni, si connu par ses illustrations, s’occupait aussi de 


Mathématiques, et il a calculé le développement de la diffé- 
rence ds — c suivant les puissances de ds. 


X. — Formules de Serret et Frenet. 

À chaque point (x, y, 4) d'une courbe correspondent trois 
directions dites principales qui sont rectangulaires. Ces 
directions sont : 1° celle de la tangente dont nous désigne- 
rons les cosinus directeurs par &, b, c; 2° celle de la nor- 
male principale, ou normale située dans le plan osculateur. 
dont nous désignerons les cosinus directeurs par a/, b', c': 


9° enfin celle de la normale au plan osculateur, ou, d’après 
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de Saint-Venant, la binormale, quand on suppose qu’elle 
passe par le point (x, y, s). Nous désignerons ses cosinus 
directeurs par @”, b", c’. 

Nous aurons d’abord entre les neuf cosinus &, b, €, . :., c” 
les relations qui existent entre les neuf cosinus que l’on con- 
sidère dans les formules de la transformation des coordonnées 
en Géométrie analytique à trois dimensions ; nous ne les écri- 
rons que quand nous en aurons besoin. 

Nous allons d’abord apprendre à calculer ces neuf cosinus. 


On sait déjà que 
(1) a — — ) b—= —; CEFES EE 


s désignant l’arc de courbe. Ces formules définiront le sens 
de la tangente. Nous avons vu que la direction de la normale 
principale était donnée par les formules 


dx dy dix 
ds? ? EU ds? ? ON CR 


(2) a —='kR 


l'arc étant pris pour variable. Enfin, en posant 
A = dy dz — dz dy, BE Re 


nous avons trouvé que les coefficients directeurs de la bimor- 
male étaient À, B, C. Pour bien déterminer le sens de cette 


binormale nous ferons en sorte que 
) 
a"= +(bc'— cb") (et non a!= cb bc’). 


Nous aurons alors, à l’aide des formules (1) et (2), 


x dy d?z — dz d'y À 
LR ds Ar 

à dz dx — dx d’z B 
2 St RE D 
: dx dy — dy dx GC 

PER 0 ve 25 RSR 


D? — A2+ B2+ C?; 
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des formules (1) et (2) on tire 
à TO dun dé À 


_et, en différentiant (3), on a 


à D ZA — À dD  D?dA — AD dD 


da — 


D2 D: 
ou bien | 
don A+ B?+ RÉEL dA + B dB + C dC) 
PIB(BAA A GB) + C(CdA AC). 


— D: 


Or on a vu que B dC — C dB — A dx, ...,ce que l’on peut 


d’ailleurs vérifier immédiatement; donc 


re A(G dy & B da) 
D3 


A désignant comme plus haut le déterminant de la courbe 


OU : 
da” f tQnpeS 4 RATE) 
ape D: (° b—b'c)——a D? 


A | A A LA L A I g 
or D: esL précisément égal à %; On à, par suile, 


Si l’on convient de donner un signe à T et de le prendre tel 
8 Ï 


s 1240: : 
que l’on ait T — — w il viendra 


5 ÉGLES d Hot b' de” ci. 
(22 a TU cr UNANAT 1 
enfin on a 

a?+ b?+c2=:r, 

aa + bb'+ cc'=0, 


ad + bb" cc" = 0: 
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En différentiant et en faisant usage des formules (4), (5), on 
trouve 


ASTRA TS ds É 
Ge, L'EPrS ES == RSS 
ds ds ds R 
AC 0e A0 L 
| Hs Vies FR 
on en tire 
OT=-(R+T) = —(R+r) T=-(r+s) 
ds RME ds FR HeL: ds FRONT 


Les formules (4), (5), (6) sont les formules de Serret et Fre- 
net. 


XI. — Démonstration nouvelle des formules de Serret 
et Frenet, 


De la théorie des tangentes et des formules de Serret 
on peut déduire avec facilité toute la théorie des courbes 
gauches, pourvu que l’on admette encore ce théorème 
démontré plus haut (p. 350) : 


L’intersection du plan osculateur en un point M d’une 
courbe gauche avec le plan osculateur infiniment voisin 
est la tangente en ce point M de la courbe en question. 


Il importe d'établir directement ces formules, et l’on y 
parvient comme 1l suit : | 

Par l’origine des coordonnées menons deux droites de 
longueur égale à l'unité : l’une OA, parallèle à la tangente en 
L, ÿ, 3 à la courbe: l’autre OB, parallèle à la tangente au point 
Voisin æ + dx, y + dy, 5: + ds. AB pourra remplacer l'arc 
de cercle décrit de O comme centre avec OA pour rayon, 
et terminé en À et B. AB aura alors pour mesure l'angle de 
contingence de la courbe en æ, y, 3; ainsi 

ds 


AB= —; 
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R désignant comme plus haut le rayon de courbure de la 
courbe. Quant à la direction de AB, elle sera, à la limite, 
perpendiculaire au rayon OA, comme tangente à l'arc de 
cercle AB: elle sera d’ailleurs contenue dans le plan parallèle 
à deux tangentes voisines, c’est-à-dire dans un plan parallèle 
au plan osculateur; la direction limite de AB est donc celle 
de la normale principale, dont nous avons désigné les cosinus 
directeurs par a’, b', c'. 

Si l’on applique alors le théorème des projections au triangle 
OAB, en observant que les coordonnées de À sont à, b, cet 
que celles de B sont a + da, b + db, c+ dc, on aura, en 
projetant successivement sur les trois axes de coordonnées 
(7) da= a À) d=re, de=c À. 

C'est la première des formules de Serret. Pour obtenir 
celles qui donnent da”, db", dc", menons encore par l’ori- 
sine O deux droites égales à l’unité : OA parallèle à la binor- 
male, OB parallèle à la binormale infiniment voisine ; AB sera, 
comme tout à l'heure, perpendiculaire à OA. Or l’intersection 
des deux plans osculateurs normaux à OA et OB est à la limite 
la tangente à la courbe; cette tangente est normale à OA et 
OB, et par suite à leur plan et à l'élément AB situé dans ce 
plan ; AB est donc à la limite perpendiculaire à la tangente 
et à la binormale, c’est-à-dire parallèle à la normale prin- 
cipale. Or AB mesure l'angle de deux binormales voisines ; 


® , A 1 ss. ds 
sa longueur est par suite égale à l'angle de torsion > ses 


ue ds ds ds . 
rojections sur le ta -—s 0 — et cd - 
projections st s axes sont & 5) DV'rac En proje 
tant alors le contour OAB sur les axes, on a 


d d d 
(8) da" = «'T) db" = Er he ee 


Enfin on tire, en différentiant a? + RTE PE 


a da + a'da'+ a"da”= 0, 
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et, en vertu de (7)et(8), 


aa’ ART RS 4 NE 
R CCE 
ou 
da = as (FR + €), 
b b’ 
(9) ( dé ds (+), 
Fe ANSE CRE 
dc' — as(R +) 


Ainsi se trouvent établies, et de la façon la plus simple, les 
neuf formules de Serret et Frenet. 


XII. — Enveloppe des plans osculateurs des courbes gauches, 
ou lieu de leurs tangentes. 


Soient &, b, c les cosinus directeurs de la tangente à une 
courbe gauche; a/, b', c' les cosinus directeurs de sa normale 
principale; a”, D”, cl ceux de sa binormale, l'équation du plan 
osculateur au point (x, y, z)est 


(1) d(X—x)+0'(Y—y)+c'(Z—3)=0. 


Pour en obtenir l’enveloppe, il faut différentier cette équation, 


ce qui donne 


Ars tee LUCE 


or, si l’on remplace de ar «4 et si l’on a égard aux for- 
9 P ds P nié te À F4 


U ! 
(#2 


mules de Serret (p. 373) qui donnent = TES la for- 


mule précédente devient, en observant que aa” + bb" + cc" 
est nul, 


(2) d(X—%)+ D (Y—y)+c'(Z—3)—=0. 


Cette équation est celle d’un plan perpendiculaire à la nor- 
male principale, coupant le plan osculateur suivant la tan- 
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gente à la courbe qui, par conséquent, esl la caractéristique 


de l’enveloppe. 


Si l’on différentie (2), on aura l’arête de rebroussement de 


l'enveloppe 


it (X—x Faute, HA 10 
6 HE ds FÉES Eu 


: dx , 
1° Si l’on remplace sn par sa valeur «& et si l’on observe que 
LA 


; da 
Ad bb + cc —0; 2° si l’on remplace Je par sa valeur 


2 (F ce r) déduite des formules de Serret, on a 


a a" b b" c c" 

= = Ces RES OR" tr, A Et l'UMP EN ES 
(R+T)e o+(R+r)0 n+(r+r)e 3)= 0. 
Cette formule, eu égard à (1), peut s’écrire 

65) a(X—æ)+b(Y—y)+ce(Z—z)=0; 


c’est l’équation d’un plan normal. Les formules (1), (2) et 
(3) donnent X = x, Ÿ —y, L—2. L'arête de rebroussement 
de la surface enveloppe des plans osculateurs d’une courbe 
est donc cette courbe elle-même. 


XIII. — Enveloppe des plans normaux. — Sphère osculatrice 
ou lieu des normales principales. 


Conservant les mêmes notations qu’au paragraphe puécés 
dent. l'équation du plan normal sera 
; P 


(1) a(X—x)+b(Y—y)+ce(Z—z)=0; 


la caractéristique de son enveloppe sera donnée par son équa- 
tion et sa différentielle 


da dr 
Te CNET NS 9 
ou, en vertu des formules de Serret pee, (p. 373) 
ds KR AR ERERE 


(2) a'(X—x)+0b'(Y—-7)+c(Z—z)=R: 


à 
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LA 


c'est l'équation d’un plan perpendiculaire à la normale prin- 
cipale, située à la distance R du point (æ, y, 3); les formules 
(1); (2) représentent donc l'axe du cercle osculateur. L’éli- 
minalion de s entre ces formules (1), (2) fera connaître l’en- 
veloppe des plans normaux. Cette enveloppe a reçu le nom 
de surface polaire. | 

L’arête de rebroussement de la surface polaire s'obtient en 
différentiant (2), ce qui donne 


CARS "de __ dR 
ds HE) = PES 


ou bien, par les formules de Serret, 


a HUE dR. 
(& ce FE 2) +. 7. à 
ou, en vertu de (1), 
(3) d'(X—zx)+ BY — y) + (ze TES 


Le lieu des centres des sphères osculatrices est précisé-. 
ment l’arête de rebroussement de la surface polaire. 


En effet, cherchons le rayon p et les coordonnées X, Vo 
du centre de la sphère osculatrice. Pour cela, il faudra écrire 
que cette sphère passe en +, y, z; nous aurons alors 


(4) (X TRHY y} + (Z 3), 

on devra ensuite différentier cette équation, en supposant 
que +, y, 3 appartiennent à la sphère, puis exprimer que les 
RES ARR que l’on en déduit sont égaux à ceux de la 
courbe, ce qui produira 


(KT æ) de +(Y—7y) dy +(Z— 3) da 0; 
(5) (X—z)r+(Y--y) y +(Z—z)d?3 = ds?, 
nr) Bre(V— y) dy +(2- 3) 20 
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Ces équations font connaître X—x, Ÿ—7y, Z—3z,et, en 
les portant dans (4), on en déduit g. Or la première équation 
() est l'équation du plan normal; quand on y considère 
X, Y, Z comme coordonnées courantes, les autres formules 
() sont ses différentielles; les trois formules (5) repré- 
sentent donc l’arête de rebroussement de la surface polaire. 
Les équations (5) sont done équivalentes à (1), (2), (3)sel 
l'on en tire, en multipliant la première par &, la seconde par 
a!, la troisième par a, etc., et en les ajoutant, 


X—x—=aR—a@T qe 
ds 
(6) Ney = bRe DT _. 


T—3—=cR—CT nn 
ds 


eten faisant la somme des carrés et ayant égard à QUE 


3; | ARE 
D2 — R2 T2 Rs . 

(7) #5 ee ) 

Supposons que l’on cherche un point (x, y, z)sur la courbe, 

tel que sa distance p à un point donné (X, Ÿ, Z) soit minima, 

il faudra poser 


(X—æ)}+(Y —_y}+(Z—:3)}= p? 


et différentier cette équation identique à (4); on aura alors 
la première équation (5), ce qui indique que le point demandé 
(æ, y, 3) est sur le plan normal à la courbe menée par X, Y, Z. 
Si toutefois la seconde équation (5), différentielle de la pre- 
mière, était satisfaite, le point (X, Ÿ, 2) serait sur l’inter- 
section de deux plans normaux infiniment voisins, et p ne 
serait plus ni maximum, ni minimum; à moins enfin que 
la dernière équation (9) n'ait lieu également, alors le point 
(X, Y, Z)serait précisément le centre de la sphère osculatrice 
en Z, ÿ 2. 
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Le centre de la sphère osculatrice, comme l’on voit, est, 
sur l’axe du cercle osculateur, le point pour lequel sa dis- 
tance à la courbe à un minimum, à l'exclusion de tous les 
autres. | 


LA (4 fr 


REMARQUE. — Soient &, b15:C15:4) ES CDR 
Si; Rs, T; les quantités analogues à a, b, c, ..., R, T, mais 
relatives à l’arête de rebroussement de la surface polaire. Le 
plan normal de la courbe proposée est, d’après la définition 
de la surface polaire, le plan osculateur de l’arête de rebrous- 
sement de cette surface; donc 


(1) Aie G, 16: Ciel 


En différentiant ces équations et appliquant les formules 
de Serret, on à 


(2 AE a: 
‘en ds = R de 
b' b' 
Va) T, ds; —= R ds, 
ci 5 c 
T, ds = KR ds 


el, en ajoutant les carrés, 


ds, ds 
(3) Ti 


Multiplions les deux dernières équations (2) et les deux 
dernières équations (1); nous avons 


DCE TOR ER b'e—c'b 
1 “ LS 7e Es & ds, 
c’est-à-dire 
1/4 
a a 
T, ds; = — Fi s: 


donc, en vertu de (3), 


(4) D Gi) DES ET ONCNCRR 
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Donc le plan normal à l’arête de rebroussement de la 
surface polaire est parallèle au plan osculateur de la 
courbe proposée. 


Enfin, si l’on différentie les formules précédentes en ayant 
égard aux relations de Serret, on trouve 


f ! ! 


R, ds = — T ds, 
(5) FH di=— + ds, 
1 
(ef TN, CE 
R, AS ti T ds, 


(6) D =T- 


Les formules (3) et (6) donnent donc 


del: 
MEL OR." 


et ce théorème remarquable 


RR: —= At 4e 


XIV. — Développées des courbes gauches. 


On dit qu’une courbe À est une développée de la courbe B, 
si les tangentes à À sont normales à B. 

Les normales principales d'une courbe ne sauraient en- . 
celopper une développée de la courbe et, par suite, le lieu 
des centres de courbure ne saurait non plus être une déve- 
loppée. 

Pour le prouver, il suffit de calculer la plus courte distance 
de deux normales principales infiniment voisines et de mon- 
trer que cette plus courte distance est du premier ordre. 
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. . . L 
Les équations de la normale principale sont, avec les nota- 
tons du paragraphe précédent, 


n 


A EU VV Z — 3: 
a! FE b' ES c' 2 


celles de la normale infiniment voisine sont 


X —7—, dr |, Y= y. dy PTE 
DS CA OR ANNE D'ÉETR) c'— dc’ 


S1 l’on appelle 2 la plus courte distance en question, on a 


LEE 
RER O7 AD OR, DIE PS VCb' de — cab} -+(c'da —a'de} + (a db vd) 
UD TD UE: 


ou, en vertu des formules de Serret, 


CLIP 

ke dal TOME ER 
Fi pb ci 
T'ETAT 


rie k ds? 4 ds? ne Rds 
FT T2 Han VT2—+ R2 


Cette quantité À est donc bien du premier ordre. 
C0%Fn 
Un procédé analogue à celui-ci montre que la plus courte 
distance de deux binormales infiniment voisines est égale à ds 
aux termes du second ordre près. 


Taéoriue 1. — Les développées d’une courbe se trouvent 
sur la surface polaire, 


En effet, si l’on considère deux tangentes à la développée, 
elles seront dans deux plans normaux à la courbe proposée, 
el, comme elles se coupent en un point de la développée, ce 
point de la développée se trouvera à l'intersection de deux 
plans normaux, c’est-à-dire sur la surface polaire. Nous allons 
le vérifier par l'analyse. 
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En conservant toujours nos notations, les équations d’une 
normale quelconque seront : 
1° L'équation du plan normal 


(1) d'aX—x)=0; 


2° L’équation d’un plan passant par la tangente, d’ailleurs 
tout à fait quelconque; en appelant £ l’angle que ce plan fail 
avec le plan osculateur, son équation pourra être présentée 
sous la forme A" — A'tangi ou A” — A’tangi —0, A7 dési- 
gnant la distance du point (X, Ÿ, Z) au plan osculateur, et A! 
la distance du même point au plan perpendiculaire à la nor- 
male principale. L’équation A"— A'tangi —0o peut s’écrire 


(2) D(a'— a'tangi)(X —æ)=0. 


Spécifions maintenant que la droite (1), (2) engendre une sur- 
face développable ou rencontre la normale qui lui est infini- 
ment voisine, nous aurons la condition pour que (X, Ÿ, 2) 
soit le point d’une développée. Si, pour abréger, on repré- 
sente (1) et (2) par P—0, Q —o, la droite infiniment voi- 
sine de celle que nous considérons sera représentée par 
P + dP — 0, Q + dQ — 0, et la position du point (X, Ÿ,/) 
ne sera pas altérée en remplaçant ces formules par dP — 0, 
dQ = o. Ge sont ces équations que j'écris 


D'da(x — ZX) — S adr at, 
dd — da'tangi— a'séc? idi(X—x)— S(a— a'tangt)dx = 0. 


D’après les formules de Serret, ces équations peuvent être 
remplacées par 


r 


(3) | VE CX—az)—1=0, 


! / " 


a «a [47 ‘ ñ 0 + V EU 
DE (+ F) nee ls. 


La condition de rencontre s'obtiendra en éliminant X, Y, Z 


384 CHAPITRE VY. 


entre (1), (2) et (4), ce qui donne, toutes réductions faites, 


I di 


Ve | Te a 

d’où l’on conclut que di est l'angle de torsion et que à ren- 
ferme une constante arbitraire, puisqu'il est donné par sa 
dérivée. Il en résulte que X, Y, Z, donnés en fonctions de z 
par les formules (1), (2), (3), renfermeront une constante 
arbitraire; donc : 


Téorkme Il. — Une courbe à une infinité de développées. 


Ces développées sont sur la surface polaire, car (1) et (3) 
sont l'équation d’un plan normal et du plan normal voisin. 
Elles représentent l’axe du cercle osculateur. 

De (1), (2), (3) on tire 

X—x—R(a + a"tangi), 
(6) Y— 7 = R(b'+ b'tangi), 
Z —23—=R(c + c'tangi); 
ce sont les équations d’une des développées. Si nous diffé- 
rentions ces formules, nous aurons 
dX — ads = dR(a'+ a"tang ) 


[/4 ! - 
UNS: «2 HU 
_ R (— R TT T'hnsi+ a” séc?z TE js 


et, en simplifiant, puis en observant que  — de 
adX = dR(a'+ a’tangi)+ R(a! tang i + a’tang?i)d; 


en ajoutant cette équation avec ses analogues après les avoir 
élevées au carré, on a, en appelant s, l'arc de développée, 


dsi —(dR +R tangidi}(r1 + tang?c) 


OU 
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dsi = af) - 
COSt 


Or Je est la distance du point (X, Y,Z)aupoint(x, y, 3), ce 


ou 


* dont on peut se convaincre en ajoutant les carrés de (6); en 
appelant donc w cette distance, on trouve 


DÉTÉNIATE S$1—= U — Uo. 
Taéorème IT. — L’arc de développée est donc égal aux 


différences des distances de ses extrémités aux points cor- 
respondants de la courbe proposée. 


Appelons ai, bi, c1, ..., Ra, Ti les quantités analogues à 
a, 0, c, ...,R,T relatives à la développée; on a évidemment 


da + bib + cc — Ÿ aa = 0, 


puisque la tangente à la développée est, par définition, nor- 
male à la courbe proposée. 
On a aussi 


(C2) X— x — au, Y — y = biu, Z—3— cu; 
si l’on différentie ces formules, en tenant compte de ds, — du, 
on trouve 
&, U 
dids; — a ds = a dsi + + si: 
1 
par suite, 
LA ! 
a, u bu 
De Lis DASERERER TS 7 
R;, L R: 1 ; 
on en conclut 
ds u e 
(8) SET NV MR Cr) Gt 0", der e EE 


donc : 


Tuéorème IV. — La normale principale de la développée 
est parallèle à la tangente à la courbe proposée. 
L. — Traité d'Analyse, II. 29 
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Si l’on différentie les formules (8), on a 


n t être infini que si — 
On voit que T, ne peut être nfini que a 


ou R — R,, 


et alors a! = «1, b'— b;, c'— c;; la développée est donc tan- 
gente à une parallèle à la normale principale, c’est-à-dire à 
cette normale principale; or deux normales principales ne 
peuvent se rencontrer que si la courbe est plane; donc : 


Tuéorëme V. — Les développées des courbes gauches 
sont gauches, les développées des courbes planes sont 
gauches, à l’exception de celle qui est dans le plan de la 
courbe. 


XV. — Du lieu des centres de courbure. 


Le lieu des centres de courbure ne saurait être une déve- 
loppée, puisque les normales principales ne se rencontrent 


ie 
: 


| 
| 


Ph 


pas. Mais ce lieu se trouve sur la surface polaire, qui est le 
lieu des axes des cercles osculateurs et qui contient, par suite, 
les centres de ces cercles. 
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Soient 


MT la tangente à la courbe proposée; 
MN la normale principale; 
MH la binormale ; 


NN! l’axe du cercle osculateur. 


La tangente à la développée au point M' de cette courbe 
est la normale MM à la courbe proposée, M'n parallèle à MT 
est la normale principale de la développée, M'A binormale 
de la développée est dans le plan normal à la courbe proposée; 
on a donc 


3 Ÿ & a = 0, Ÿ & a'= cosi, Ÿ ax a" = sin &, 
1 0 ! / 

Da’ UT, S'a,a 0, Ÿ a, a 0. 

Le. Ÿ a Ha = 0; a a'= sini; ÿ a a" = cosi; 


died 


Il résulte encore de là que le plan osculateur de la dévelop- 
pée MW» est normal à la surface polaire; car la normale prin- 
cipale M'A est perpendiculaire à la tangente MM! de la déve- 
loppée et à la génératrice M'N de la surface polaire, c’est-à-dire 
à deux tangentes passant en a/ de la surface polaire. 

Une courbe tracée sur une surface, et dont la normale 
principale et, par suite, dont le plan osculateur est normal à 
la surface, est dite ligne géodésique ; ainsi : 


Taéorime I. — Les développées sont des géodésiques de 
la surface polaire. 


Le plan M'MN est tangent à la surface polaire, car il en 
contient deux tangentes, à savoir MM et la génératrice M'N. 
Cela posé, enroulons le plan M'MN sur la surface polaire; 
comme du où 4MM est égal à ds,, si nous désignons par des 
lettres portant l'indice o ce que deviennent les points 
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M’, N',... quand M passe en M, situé sur la courbe pro- 
posée, la droite MM’ s’enroulera sur la surface, polaire, le 
point M' tombant en M’, et il arrivera un moment où le point 
M, lui-même s’appliquera sur la surface polaire; mais ce point 
M, coïncidera alors avec le point M; donc : 


Taéorème II. — Lorsque l’on enroule le plan M'MN 
sur la surface polaire, toutes les développées sont les 
courbes suivant lesquelles s'enroulent les normales telles 
que MM et, par suite, toutes les développées passent par 
un point fixe. 


Réciproquement, quand on développe la surface polaire, 
les développées se transformeront en droites passant par un 
point fixe. 

‘ Le lieu des centres de courbure est le lieu des pieds des 
perpendiculaires abaissées des points M sur la génératrice de 
la surface polaire; done : “UE 


Taéorème III — Ze lieu des centres de courbure est, 
après le développement de la surface polaire, la podatre 
du point par lequel passent les développées, par rapport 
à la transformée de l’arête de rebroussement. 


XVI. — Du plan rectifiant et de la surface rectifiante. 


On appelle plan rectifiant d’une courbe le plan qui passe 
par la tangente et la binormale; ce plan enveloppe une sur- 
face développable appelée surface rectifiante; la carac- 
téristique du plan rectifiant est appelée la droite recti- 
Jtante. 

Le plan rectifiant a pour équation, en employant toujours 
les mêmes notations, 


(1) (X = Ta + (Y —=7)1 EL 2) 


sa caractéristique ou la droite rectifiante aura pour équa- 
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tions (1) et la suivante, obtenue en différentiant (1) et en ayant 
égard aux formules de Serret 


a" b' 


(2) En (E “3 San (R+ F)+e—a(R + F)=° 


La droite rectifiante passe donc par le point (x,y,z) de la 
courbe considérée; ses coefficients directeurs sont 


L' c c" À b b" 
AFS 2 MERE te Pris 
ou bien 


c" 
— R ; 


| © 


«a! b b” 
R TOURS 
la droite rectifiante fait avec la tangente à la courbe un angle 7 
donné par les formules 


cosj = +: É = À : 
TE VAE VR2+ T? 
R2 T2 
ET 4} 
I RETTECEe EN 
Langj = pe 


Les développantes de la courbe proposée sont les trajec- 
toires orthogonales des tangentes ; elles sont, par conséquent, 
situées sur la développable lieu des tangentes. Considérons 
une de ces développantes et menons-lui un plan normal; ce 
plan normal passera par la génératrice de cette développable, 
c'est-à-dire par la tangente à la courbe proposée en (x, y, 5), 
et il sera perpendiculaire au plan, tangente de cette dévelop- 
pable : ce sera précisément le plan rectifiant en #, y, 3, Ainsi : 


Le plan rectifiant est normal aux développantes de la 
courbe proposée. 


Le plan rectifiant enveloppe donc la surface polaire, com- 


\ 


mune à toutes les développantes de la courbe proposée; or 
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la courbe proposée étant une développée de ses dévelop- 
pantes 1° se trouvera sur la surface polaire en question, ce 
qui était évident; 2° se transformera, après le développe- 
ment de la surface rectifiante, en une ligne droite. On peut 
dire que : 


La surface rectifiante d’une courbe est une développable 
contenant celte courbe, et telle que, si l’on développe cette 
surface sur un plan, celle-ci se transforme en une ligne 
droite. 


La surface rectifiante est d’ailleurs la seule surface jouissant 
de cette propriété; car la courbe proposée, devant se trans- 
former en une ligne droite, est une géodésique de la surface, 
et nous verrons plus loin que les géodésiques d’une surface 
ont leur plan osculateur normal à cette surface. La surface 
cherchée doit donc avoir son plan tangent normal au plan 
osculateur à la courbe proposée; comme il doit contenir la 
tangente à cette courbe, 1l est déterminé et son enveloppe l’est 
par suite. COM D: 


XVII. — Sur le déplacement des figures. 


Nous allons maintenant étudier le mouvement d’une figure 
invariable de forme. Quoique ce sujet soit traité à fond dans 
la Mécanique rationnelle, nous en dirons ici quelques mots, 
à cause de l’importance qu’il a en Géométrie. 

Rapportons la figure mobile à deux systèmes d’axes, l’un 
07, 0, 03 parfaitement fixe, l’autre QË, Qn, QC mobile, mais 
invariablement lié à la figure mobile. 

Soient x, y, z les coordonnées d’un point de la figure mobile 
par rapport aux axes fixes, 6, n, € les coordonnées du même 
point par rapport aux axes mobiles; Ë, n, € seront constants 
et dE, dn, d& seront nuls pendant le mouvement. 

Soient Zo, Vos Zo les coordonnées du point Q par rapport 
aux axes fixes; en appelant a, b, c, a, b!, c',... les cosinus 
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directeurs des axes mobiles par rapport aux axes fixes, on 
aura les formules connues 


x=to+ar+an+a'é, 
(1) | 7 = Jo+ bE+ bn + DE, 
3= 20+ cE+ cn + C'É; 


en supposant alors que le système prenne un mouvement 
infiniment petit, il viendra 


dx = dr, + tda + nda'+ {da”, 
(2) dy = dyo+ Edb + n db" + Cdb”, 
dz = dz) + E de + ndc'+ Cde”. 


Le déplacement ds du point æ, y, 3 est la résultante de 
deux autres dont les projections sont dx, dVo; dzo et 


IN 


ôx — tda + nda' + (da, 
(3) dy = tdb + n db'+ £db”, 
0z — Edce— ndc'+ dc”. 


Quel que soit le point (x, y,2); le déplacement dt, dy 0; d2o 
sera le même : ainsi on peut regarder le premier déplacement 
comme un mouvement de translation; considérons le second. 
En vertu des relations bien connues entre les neuf cosinus 
Ab IC. --., on aura par différentiation 
a da + b db + c de —0, 
boda + b'db+.c dt = 0, 
a” da” b” db" c” dc” 0; 


(4) 
a da! =- b'ab' + c'dc' = —(a' da"+ b'db"+ c' dc”) = pdt, 
a da" b db" c de" = —(a"da + b"db + c'dce ) = gdt, 
Ada +b'db +c de = —(a da + b db'+c dc')= rdt; 


dt désignant une variable indépendante, qui sera, si l’on veut, 
l'élément décrit par le point æo, Jos Zo- 

Ceci posé, multiplions les équations (3) par a, b, c et 
ajoutons-les, puis observons que adx + bdy + cèz est la 
projection du du déplacement dx, dy, ds sur l’axe des £, nous 


aurons 
du =(tg —nr)dt; 
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appelant de même de et dé les projections du déplacement 
Ôx, dy, ds sur Qn et QÙ, on a le groupe de formules 


du =(€q—nr)dt, 
(5) do =(Er— Ep)dt, 
dw =(np — Eg)dt. 


Dans ce déplacement, il y aura des points qui resteront immo- 
biles ou, pour parler plus exactement, il y aura des points 
qui décriront des chemins du second ordre : on les obtiendra 
en faisant du, de, dé — o dans les équations (5), qui devien- 
nent alors 


Cg—nr—0,  Er—{p=0o, np—Etq—0, 


et qui se réduisent à deux 


(6) £ = 


se 
Q | 
;. 


les points qui dans le déplacement restent immobiles sont 
situés sur une droite (6). Cette droite a reçu le nom d’axe 
instantané de rotation relatif au point Q; la direction de 
cet axe est indépendante de ce point Q, Ses cosinus directeurs 
sont, en posant 


(7) p°+g?+ri= ut, 


, 12 ° , 
donnés par les formules 2, 7, —; on voit que, dans le dépla- 
CCD CD 


cement partiel que nous considérons, tous les points tourne- 
ront autour de l’axe instantané, et que le mouvement peut 
être considéré comme un mouvement de rotation autour de 
l’axe instantané. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 


Taéorkme 1. — Tout mouvement d’une figure invariable 
de forme peut étre décomposé, et cela d’une infinité de 
mantères, en deux mouvements : l’un de translation, 
l’autre de rotation. 
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De quelque manière que se fasse la décomposition, l'axe 
de la rotation a une direction constante. 


Remarque. — Si la figure mobile présentait un point fixe, 
on pourrait supposer que ce soit le point (%o; Yo, 30); alors 
on aurait dx — dx, dy — dy, ds — ds. Donc: 


Tuéorème II. — Tout mouvement infiniment petit d’une 
figure invartable de forme, qui présente un point fixe, 
peut étre considéré comme une rotation autour d’un axe 
passant par le point fixe. 


Reprenons les formules (5), faisons dans ces formules 
n—=@=0o, puis faisons momentanément coïncider l’axe QC 
avec l’axe instantané; alors p — q — 0, r — w, on trouve 


QU = 0, dv = wË dt, Ce 40: 


do | 
Ces formules montrent que w dt — Rs dv est, en grandeur, 


_le chemin parcouru par un point situé à la distance £ de l’axe: 
donc w dt est l’angle dont a tourné le système : pdt, q dt, r dt 
sont les projections de cet angle sur les plans des 6n, des CE 
et des En. 


XVIII. — Axe de glissement. 


Parmi toutes les manières dont on peut décomposer le mou- 
vement d’une figure invariable de forme en une rotation et 
en une translation, il y en a une plus simple et qui consiste 
à choisir la translation parallèle à l’axe instantané; cela est 
possible : il suffit de choisir le point(Æo; Yo So) de telle sorte 
que l’on ait 


dr eU dy E d3 . 
ap+ag+ar bp+b'g+br  cp+cq+cr 


L’axe de rotation porte alors le nom d’axe de glissement; 
il est caractérisé par ce fait que tous ses points décrivent des 


394 | CHAPITRE V. 


droites égales et parallèles; on peut donc le définir en disant 
que c’est le lieu des points +, y, 3, tels que 


dx et dy Æ dz 
ap+ag+ar  bp+bq+br  cp+ca+cr 
ds s 


On peut écrire ces équations 


dro+Eda+nda + {da dy +tdb + n db'+ Cdb" 


ap+aq+ar bp+b'q +b'r 
__ do + Edc+ndce + &dc" __ ds 
a cp+cq+c'r Lu) 


En égalant cette suite de rapports à À d£, on a 


éda + nda'+ da"=}(ap + a'q + ar) — do, 
db + n db! + Edb" = (bp + L'g +b'r)— dy, 
Edc + nde + Edc" = (cp + c'g + c'r)— dzo: 


posant adx, + bdy, + cdz, — dus, .…. ., On trouve 


Len du 
cg —nr = Àp — mr 
HU 

dw 
PESTE TEE 


On en conclut que 


duo _ dé dw) 


2h22 Ar EE ——1"— 
A 1 dt tdi 
du do dw 
AGE NH TE) EE 0 2 — TE = 0: 


La première de ces équations détermine À, et les équations 
de l’axe de glissement sont 


RE M D LORIE r dwo 
Cq—nr=— ( UE à 
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ou 
tqa—nr= £ 0 sue 
Er. tp=it— SA 
REA 

À désignant 9° cos(w, 5). Ce sont les équations de l’axe de 


glissement par rapport aux axes QE, Qn, QC; par rapport 
aux autres axes, ces équations seront 


qg[a(x — to) + b(Y — Yo) + c(3 — %)] 


du 
— ra (r—t)+...]— . 1Ee ne 
XIX. — Sur le déplacement des lignes remarquables liées 


aux divers points d'une courbe. 


Considérons le trièdre formé par la tangente, la normale 
principale et la binormale d’une courbe, et étudions son 
déplacement par rapport à trois axes fixes Ox, Oy, Oz. 

Soient à, b, c les cosinus directeurs de la tangente, CRDP CE 
ceux de la normale principale, et a", b”, c' ceux de la binor- 
male: soient R et T les rayons de courbure et de torsion, 
ds l'arc de courbe, dp, dq, dr les projections du déplace- 
ment angulaire des axes liés à la courbe, on aura, en vertu 


des formules de Serret (p. 372), 


pds =—(a'da" + b'db"+ L'on) 


td ateù PA LAMECE 
= (4 T L b MIE <)é=-T 
d 258 TA F4 B 4 NC RLES " a RAR PO LS ds — 
gds=—(a da+0bab+c C) = (a TA LARR EG 0; 
[4 4 ’ ue CL , 0 Dre Le ds 
r ds =(a'da — b'db — c de) = (a Le R + < RS + 


Donc le trièdre considéré subit d’abord un mouvement de 
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translation parallèle à ds, puis un mouvement de rotation 
autour d’un axe situé dans le plan rectifiant : les cosinus des 
angles que cette droite fait avec la tangente et avec la binor- 


male sont 
R T 


PEss e—"  — 
VRET? YRIET: 
l’angle de rotation est 


[ I 


VE ghe ds Ro EEE 


Si l’on se reporte au & XVI, on voit que l'axe instantané de 
rotation n’est autre chose que la droite rectifiante : de là 
vient l'expression de droite rectifiante. 

Supposons que l’on brise une courbe à l’extrémité de 
chaque élément ds dans laquelle on peut la décomposer; si 
. l’on veut ramener tous ces éléments en ligne droite, il faudra 
les faire tourner autour de l’axe instantané qui est la droite 


. ds D 9 ne . 
rectifiante de l’angle FT VR? + T?, où successivement autour 


5 4 A d 
de la binormale d’un angle égal à F et autour de la tangente 


r A ds sn LAN | r 4 
d’un angle égal à y: Cette dernière manière de procéder est 


évidente. Ce qui était moins évident, c’est que ces deux 
mouvements successifs étaient équivalents à un mouvement 
de rotation unique effectué autour de la droite rectifiante. 


XX. — De l'hélice. 


On appelle hélicé une courbe tracée sur un cylindre et dans 
laquelle la distance d’un point à la section droite du cylindre 
est proportionnelle à l’arc de cette section droite. 

Nous étudierons spécialement l’hélice ordinaire qui est 
tracée sur un cylindre droit à base circulaire. Cette courbe 
a pour équations 


(1) æT=rcosy, V = rsin®, 2 = — 9. 
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o est l'angle au centre qui mesure l’arc de section droite 
auquel la distance z du point (x,y, +) de l’hélice est propor- 
tionnel. Alors l’axe du cylindre est l’axe des z et les équations 
æ=—=Tcos®, y = r sine sont les équations du cercle de base 
du cylindre sur lequel est tracée l’'hélice; est le pas de 


l’hélice. 
Tangente. — Les équations de la tangente sont 


NET VV LEE 
dx dy dz 


ou 
RER ET = D LES 


—rsin® r COS ® h 


L’angle i que fait la tangente avec la génératrice du 
cylindre est constant. 
En effet, on a 


; h:927%T 2e r 
COS £ — ——— ) sin & — - 
us CE k2 
r? ne ra 
(2) 4T? AT? 
tang z FR cot 2 
= TL 
o Fra T1 
Plan osculateur. — Il a pour équation 
: : h 
X — rcoso Y—rsmy L— — 9 
: AT 
r sin cos à +. 
+ rs] r 
“ is 2T 
— r COSY — r'sin® O 


c’est-à-dire 


x sing — À rY cosg + (2 — o)r=o 


27T 


ou encore 


Xsing— Yeosp+(2— 0) = 0 
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S1 l’on fait Z — 0, on voit que la trace de ce plan a pour 
équation l 
X sing — Y cos® — ro — 0. 


Son enveloppe sera donnée en combinant cette équation 


avec | 
X cos® + Y sino — r — 0, | 


ce qui donne 
X?+ Y2= (14 w?) 


ou 


I = 
p= SVXEL ENS NS 
r 


Donc l'enveloppe a pour équation 


X cos VASTE — Ysin VX TER LIT 
r' F 


—= 7% 


L’'angle que le plan osculateur fait avec le plan de base 
du cylindre est constant; car cet angle à pour cosinus 


5 Sy 4aT?r?2 r 
: Le 3 —= Em, 
h L2 h2 


+ re 


ou sin; il fait donc l’angle £ avec la génératrice du cylindre : 
il rencontre l’axe du cylindre à la hauteur du point où il 
est osculateur. 


Car pour X — 0, Y— 0, on a Z "10, 


Rayon de courbure, arc, rayon de torsion, etc. — On a 


dr — r sin o de, AVE cos dy, ds — — dy, 


GORE EN coso do?, dy =" rsin p de?, dz—=0, 
IE r sin ® dei, BY = —rcose des, di 0: 


donc 


r : 
(3) ds = (re + Da) dpt = 20. 


sin?£ 
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Il vient ensuite 


À 


dsiR-?— ( r? + r+) doi 


RS 


ou 


ou enfin 


Si l’on pose 


; h 
— rsinvy r cosv 
\ [ i T 
A = . dof, 
rcospit—7rsImp,, 0 
F sin © — rcos® oO 
Ou 
h 
A= — r? def, 
2T 
on a 
T LAS NOT r 
TLURIA PSM Ar sin £ COS 


Le rayon p de la sphère osculatrice est égal à R, car 


dR 
Normale principale. — Ses coefficients sont 


dx ds — ds dx, PT: 


ou simplement, puisque d?s — 0, dx, d'y, d’z; ses équa- 
tions sont 
h 
4 3 — — 9 
a COS Vs D 0 2T 
rcos® . rsiny sa 0 
ou | 
æ h 
= CARS RER o. 
DUT 


cos ® sin © 


La normale principale est donc perpendiculaire à l'axe 
du cylindre. 
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XXI. — Hélicoide développable. ; 


L'hélicoïde développable est le lieu des tangentes à l’hélice ; 
nous allons trouver ses équations. La tangente à l’hélice a 
pour équations 


X—rcosp _Y—rsine 2% 
— 7)Sin p r'C0SG h 
2T 
ou bien 
X = rcos (2 L D eh 2. 
{2 Ta, 4 RenT | or") h is 
(1) { 
Nr ain PRE ÉTÉ AE 
7 in 27 /h Ts 
On en tire 
€ BL : ae Er 2 
X Y x ? +) r?, 
(2) X cos® + Y sinp — 7, 
at h Tr 
Ksing—Yeose=(2— Le). 


La trace de l’hélicoïde sur Le plan des xy est une déve- 
loppante de cercle; on l’obtient en effet en posant 3—0 


dans (1), ce qui donne 


X =t7 cos? + rysin w, 


(3) 


YŸ = rsin p—rv cos. 


Ge sont les équations de la développante de cercle. Il va sans 
dire que toutes les sections horizontales de l’hélicoïde seront 
également des développantes de cercle. 

Les génératrices de l’hélicoïde développable rencontrent 
la développante, trace de l’hélicoïde sur le plan des x à 
angle droit. 

En effet, les coefficients directeurs de la tangente à la 
courbe (3) sont 


— Tr Sinp + rpcosp+rsine, r COSp+ ro SiNP.— 7 COSY, 0, 
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ou 
r@cosp, +rwsiny, oO; 


ceux de la génératrice de l’hélicoïde 
— rsiny, 7COSY, o. 
* Ces deux directions satisfont bien à la condition d’orthogo- 
nalité. 
Les sections.de l’hélicoïde par des plans perpendiculaires 
à l’axe sont les développantes de l’arête de rebroussement. 
Donc : 


Les développantes de l’hélice sont des développantes 
de cercle. 


Cherchons maintenant la surface polaire de l’hélice 
mr COsp LU Y —7S$SInY, 3—= — 0. 


Le plan normal a pour équation 


h h 
yoose+(s— te) — O; 


2T 7 


(4) z sin? 


la droite polaire a pour équation (4) et sa dérivée 


(5 ; A2 
L'COSG + Y SInO — 10 
) s V2 À AT? 7: 


Si nous comparons les formules (4) et (5) avec (2), nous 
voyons que ces équations (4), (5) représentent un hélicoïde 
dont l’arête de rebroussement serait tracée sur un cylindre 


k2 . 
de rayon -——— et dont le pas serait 2. Donc : 
ATèr 
La surface polaure d’une hélice est un hélicoïde déve- 
loppable. | 


XXII. — Développées de l’hélice. 


Les équations d’une développée sont 


X—zx—R(a — a”tangi), 
(1) | Y — y = R(b'— btangi), 
À Z2 = R(c="cEtanst), 

L. — Traite d'Analyse, I 26 
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Par AS S 
ou AC Comme T est constant, tangz est une constante 
arbitraire que nous appellerons #; d’ailleurs 
; da da do do 
«a Ts MoN nee — —kR7 COTES 
; d 
EE Rrsin?p _. 
Ce 0 
d 


a = bc'—cb'=R 


à: 2FASCTES 
RE (b de C db ), 


En substituant ces valéurs dans (1) et en remplaçant a, 
D, c par leurs valeurs, on obtient des équations compliquées 
et transcendantes que nous n’écrirons pas. 


XXIII. — Projections de l'hélice. 


Lorsque l’on projette obliquement une hélice sur un 
plan, on obtient une cycloide allongée, raccourcie ou 
proprement dite. 

En effet, les équations de l’hélice étant 


| , h 
(1) T = r COS, y =rsmy, ie TE 


une droite parallèle au plan des zx a pour équations 
(2) VE d: 32=ma+n; 
la condition pour qu'elle rencontre l’héhee est 


h 


(3) r sinp — «a, =? —MrCcosp + n. 


Supposons que l’on ait éliminé on aura une relation 
PP q ®, 
md n)E#10: 


en éliminant & et 7» entre cette équation et (2), on aura 
l'équation du cylindre parallèle à la droite (2) passant par 


l’hélice, ou 
D(Y, Z—mT)= Oo. 
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Ainsi ce cylindre s'obtient en éliminant @, n, o entre (2) 
et (0): 


Eliminons d’abord & et n, nous aurons 
; HE NS Ê 
y = rsinv, (CD pt tu LAN et cos). 


Si maintenant on veut avoir la trace du cylindre sur le plan 
des æy, il faudra faire 3 — 0, ce qui donnera les équations 


h 


O. 
NTIC > 


Yÿ = rsiny, T = r cos? — 


Je dis que ces équations sont celles d’une cycloïde allongée 
ou raccourcie : en effet, transportons l'origine au point dont 


les coordonnées sont o et 


» nous aurons 


C7 


— h ! 1] a 
NAN 0 EE 

3 h AE 
Dee en De cos; 


changeons x en — x, y en — y, il viendra finalement 


h 
Di ® — 7 COSY, 
DT 
À , 
—— — J'SINnO. 
4 2H M ; 


Ce sont bien les équations d’une cycloïde allongée ou rac- 
courcie. 
Si l’on prend 
k h 


nt /: ou nm — , 
27 27 


on aura une cycloïde proprement dite. Or l'équation de la 
projection de l’hélice sur le plan des zx est 


k z 
ZE. arc COS — 
2T r 
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On en déduit 


dz LA h I 

dx. ‘27 ri 
el, pour æ — 0, 

dz h 

Mode = — M. 

dx 2T 7 


L’inclinaison qui donne la cycloïde est donc facile à con- 


struire. Elle est, comme l’on voit, parallèle à la tangente à 
l’'hélice (il ne faut pas oublier, en effet, que l’on a changé x 


en —æ). 


XXIV. — Théorèmes de Puiseux et de M. Bertrand. 


__ Tuéorème DE Puiseux. — Toute courbe dont les deux 
courbures sont constantes est une hélice ordinaire. 


On a, en effet, en nous servant des notations employées 


du: Ce #4 GS 
ds AN RS NES 
c’est une des formules de Serret. Or, si R et T sont con- 


stants, la différentiation donne 


plus haut, 


à 
GA 
19 
po 
19 
=3 
19 


1 I I 
et, en posant FE + D — 7% 


dd a’ 
ds 0 k2° 
d’où 
da d&a' a da 
— PRES, 2 ns bis 
ds ds? 2 ds 
el 


Qt 


O 


Es 
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h désignant une constante. On en déduit 


ds 


et, par suite, 


f 
arc Sin ——> = > +p; 


P désignant une constante 
On en tire 


ARRET us | ave 
é = kVh (cosp sine sin p cos ? ): 


on aurait deux formules analogues pour calculer b' et c', à 
savoir 


Dr  Vi(cosg sin + sing cosy ): 


; ST VE) ; sh 
c'=kV] cosr sin? + SIN 7 COST E 


On doit conclure de là a?+b'?+c?—1, quel que soit S; 
donc 


LÉ dE Vh cosp ) sin? _ 2 D (4 Va) sin cosy sinp COSpP 
+ Ÿ(xVAsinp) cos; 


(a) 


en particulier, pour $—0,0n à 


k2 > sin?p = 1, 


ce qui suppose que Vhsinp, k\/hsing, kVhsinr sont les 
cosinus des trois angles que fait une même droite avec des 


axes rectangulaires. On en dirait autant de X Vh cosp, etc.; la 
formule (a) donne alors 


0 DC VA) sinp cosp. 


Donc les deux droites en question sont rectangulaires, et l’on 
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peut poser, en donnant une nouvelle signification à p, 4, r, 
et en appelant p', q', r! de nouvelles constantes, 


s BTS 
& = COSp COS— + cosp'sin» 


k 


; s RAR 
b'= cosg COST + cosg Sin 


S Us 
C'—= Cosr cosr + cosr'sinr : 
La 


èt 


| dx 

S1 l’on observe alors HUe Gt Tes ? 0 UE 
La COSp cos > À cos plain 
— — CO LE 4e 
ds? P k Je k° 
ea k cosp sin > k cosp'co “ À 
7 EE 4 ei Ste 
ds NA k ? P k 6 


aNpsve ù », ENS dy\?2 (HAN AE 
À désignant une constante ; mais (TE) E (D _E (2) doit 


faire l'unité; donc, en‘raisonnant comme tout à l’heure, on 
voit que À est le produit par VR?— 2? d'un cosinus cos p” 
relatif à une droite perpendiculaire aux deux droites déjà 
considérées. On en conclut de nouveau 


S A) TUE 
Rœ = — k?2cosp COST — 2 cosp sinr + #2 cosp"s VR2— 72, 


OS RO EL a oo 


Si nous prenons pour axes de coordonnées les trois droites 
rectangulaires définies par les angles p, p', p, Qs Q > DOTE 
r”, nous aurons, en appelant X, Y, Z les nouvelles coordon- 


nées, 
RX s R Ho ais RZ LE 
72 INC Li0eE a Wie) ; ? 


ce sont bien les équations d’une hélice. 


Taéorkme De M. Berrrann. — Quand le rapport des 
deux courbures d’une courbe est constant, cette courbe 
est une hélice tracée sur un cylindre à base quelconque. 
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Comme ona 
da 


28, 
PS VHS FAO NE 
on en déduit 

da _ db de I 


SUP LE TE 
k désignant le rapport constant des courbures, ou 


da"— kda = 0, RrS 
d’où l’on tire 
ad’ ak —= const, 


Si l’on ajoute les équations analogues à celle-ci après les 
avoir élevées au carré, on voit que la somme des carrés des 
seconds membres doit faire 1 + 2. On posera donc 


a"— ak = p Vi-+ k?, b'—bk = q Vi k?, c'— ck=ryi+EkÆ, 


PQ, r désignant les trois cosinus directeurs d'une droite 
arbitraire. Prenons cette droite pour axe des 3, nous aurons 


uk, br 0K, c'= ck + Vi+ A. 
En élevant ces équations au carré et en les ajoutant, on trouve 


1—= 4 +ockVi+k2+i+k 


ou 
k /2 pee 
rer ANSE 


Ainsi c et c/ sont constants et, par suite, la tangente et la 
binormale font des angles constants avec une même droite. 
De c — const. on déduit 

dz 


= hi; 


FA 


h désignant une constante. Cette formule peut s’écrire 
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ou bien 


Si l’on prend alors pour variable l’are 
do = Vas? — dei = Ydr + di. 


de la base du cylindre projetant la courbe sur le plan des y, 


on a 
dz? A? 
do he 
ou 
} 
dz = ds 
VA? 
ainsi 
k 
Gé —— G + Const. 


L'ordonnée varie donc proportionnellement à l’abscisse cur- 
viligne, et, par suite, la courbe est une hélice tracée Sur un 
cylindre quelconque. 


XXV. — Sur les courbes sphériques. 


Lorsqu'une courbe est tracée sur une sphère, cette sphère 
est sa sphère osculatrice et, en appelant p- son rayon, on a 


a dR 
Si l’on suppose R constant, on a (T5) — 0 Et 2 APN 


on peut avoir aussi T — « , et alors la courbe est plane. 

Si R— bp, il y a doute; mais il est facile de prouver que sur 
la sphère toutes les courbes de courbure constante sont des 
cercles, comme il suit. 
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Les équations qui déterminent le centre de la sphère oscu- 
latrice sont celles de trois plans normaux VOISINS, OU 


D BE (Y y) LetZ —3)=0, 
d(X—x)+b(Y—y)+c(Z—z)=R, 
dR 


ds 


AUX x) +b'(Y—y)+c(Z—s) = T 


Faisons X — 0, Ÿ — 0, Z — 0; en plaçant l’origine au centre 


d Il A È dR 
é la sphère osculatrice, supposons = —0, Rp; nous 
aurons 
x =—p@, — — pb”, Sie pc 
ou 
sl dx d'y d?z 
= — 9 ——— CRE ONE Z == 0 
F ds? ? J F ds? ? F ds? 


et, en éliminant bp, 
y x—xdy=o, 


ce qui revient à 
z dy —y ds — Ads, 
æ dz— dx —Bds, 
y dx — x dy = Cds. 


De ces équations on tre, en multipliant la première par x, 
les autres par y et =, et en ajoutant, 


Az+By+Cz=—o, 


ce qui prouve bien que la courbe est plane. 


XXVI. — Formules de M. Hesse pour le plan osculateur. 


M. Otto Hesse a fait connaître une forme assez condensée 
de l'équation du plan osculateur d’une courbe ou de son 
rayon de courbure; quand cette courbe est donnée par l’inter- 
section de deux surfaces rapportées à des coordonnées tétraé- 
driques ou homogènes 


(1) D(T1, Vo Ta) T,)=0, (T1, La, T3, dy) = 0; 
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on a entre les coordonnées la relation 


(2) Vaux v, 


OÙ &j, Lo, A3 As désignent les faces du tétraèdre de référence 
et V le triple de son volume. Soient 


do où 

DLL AE ee de 
CAE _ 224 TR 
dm; V0 Oro Vi 


l'équation d’un plan passant par la tangente à la courbe est 


de la forme 
xs Eve 
(3) EE NE MC ADO 


c’est l'équation d’un plan passant par le points TPE » 
par le point x, + dx,, æ, + LES, PRESS: T0 exprime qu'il 
passe par le point x, + dx, + > CECI VEs ONE que la 
distance du point 1 + At, &o + Â%:, ... est du troisième 
ordre, on a, pour déterminer À : , l'équation 


he Qi dr; à d;d2x; 
; UT 


f| 


À et u ou plutôt leur rapport est déterminé. Nous pouvons 
P PP 
prendre 


(4) À — >> o;d2r;, Le > V:dr;; 


mais nous allons nous débarrasser des différentielles et nous 
observerons que l’on a 


(5) » gidx; = 0, px? dx; = 0, 


(6) d'or, + Yodride, —"0, px? dx; + yidride; = 0. 
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Enfin la formule (2) donne 


Th) Dd'udr: = O. 


A l’aide des formules (6), les formules (4) peuvent s’écrire, 
en négligeant le signe, ce qui finalement n'a pas d'influence, 


(8) = oi; dx; dx ;, = D vidrides. 
Des formules (5) et(5),ils’agit maintenant de tirer dx, dx, 
dx; pour les porter dans (8), en négligeant dans À et sun 


facteur qui leur sera commun. On aura 


Pyi Pia Pis Pis P1 di % 


V— O1 Die Pas Pur Pa VW, 
Re SÉPANS ONN RRe 
Ua NME À: © 0 4, 0 

C4] eo) L3 (e 47 OO O 


Avant d'écrire la valeur de 4, simplifions celle de À. Pour cela, 
multiplions la première colonne par x1, la seconde par æ, la 
troisième par x3, la quatrième par æ,,-la cinquième par 
— (m—31) (m désignant le degré de la fonction homogène +); 
ajoutons ces colonnes pour en faire la cinquième; procédons 
de même sur les lignes; ayant ensuite égard au théorème des 
fonctions homogènes, nous ramenons notre déterminant à la 
forme 


PU PrS 013 P14 di 


ÿ d A Ty + Lo Lo + A3 L3 + AT, 
— 3 ® 
TON 


Un Vo V3 Us O . 


Si nous désignons ce déterminant par le signe H(®, 4) (c'est 
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le hessien de la fonction 9, bordé avec les coefficients du plan 
nt Ÿ, —- X 9 Vo X303 —— PAS Ur —— oO), nous aurons 


Dur. D 


9} A TER ee 


pour l'équation cherchée du plan osculateur. Nous supposons 
la fonction d de degré n. 


EXERCICES ET. NOTES. 


1. Le cercle osculateur d’une courbe sphérique est sur la sphère 
qui contient cette courbe. (Démontrer directement sans faire usage 
. de la considération de la sphère osculatrice.) 

2. Si une courbe À a son rayon de courbure constant, le lieu de 
ses centres de courbure B aura aussi son rayon de courbure con- 
stant ; le lieu des centres de courbure de la courbe B sera la courbe A. 


3. Soiént | x 
œ = (0), L 17 = YU), 0 ET 


les équations d’une courbe gauche A; soient X, Y,Z les coordonnées 
d’une autre courbe B, telle que : 
L 


x. ZA d?. 


By ds — d'z dy \d'zdr dix dz © di dy — d'y dx nos 


Le plan osculateur etle plan normal de la courbe A seront respecti- 
vement le plan normal et le plan osculateur de la courbe B. Soient 


r et { les rayons de courbure et de torsion de la courbe À S EXO 
ceux de la courbe B: on aura 


dr?+ dy? + dz? .t 


rat d0? 7° 
__… dr?+ dy? + dz? 
HD PIE : 


(Composition donnée par M. Hermite aux élèves de l'École Poly- 
technique, 1873.) | 
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4. Démontrer : 

1° Que toute courbe plane S tracée sur un plan horizontal peut 
être considérée comme l’ombre d’une certaine surface de révolution R 
dont l'axe est vertical, éclairée par des rayons que l’on supposera 
parallèles. 

»° La développée de la courbe S est alors l'ombre du conoïde ayant 
pour axe l'axe de la surface de révolution R, pour plan directeur le 
plan horizontal et pour directrice la courbe d’ombre propre de la 
surface de révolution. | (DUNESME.) 


8, Si les génératrices d’une surface développable tournent d'un 
même angle autour d'une trajectoire orthogonale T (1) de ces géné- 
ratrices, le lieu de leurs nouvelles positions est une autre dévelop- 
pable dont l’arête de rebroussement est sur la surface polaire de la 
trajectoire T. 


__ 6. Les tangentes à deux développées d’une courbe C, qui abou- 
tissent en un même point de cette courbe, se coupent sous un angle 


constant. 


7. On sait que, pour qu'une courbe soit plane, il faut et il suffit 
que son déterminant soit nul; trouver un critérium analogue pour 
reconnaître si une courbe est sphérique. 


8. Trouver un critérium qui permette de reconnaître si une courbe 
peut être placée sur un cône de révolution. 
Examen du cas où le cône est une sphère de rayon nul. 


9. Si par les divers points d’une courbe gauche on mène les tan- 
gentes, on formera une développable; coupons cette développable 
par le plan osculateur en M à la courbe, l'intersection se composera 
d'abord de la génératrice de la développable passant en M, puis d’une 
certaine courbe tangente à l’arête de rebroussement. Si l’on appelle 
R, le rayon de courbure de cette courbe en Met R le rayon de l’arête 
de rebroussement au même point, on aura | 


La 
Î 
+|e 
me 


10. Soient x,7, 2 les coordonnées d’un point d’une courbe gauche. 
Si l’on désigne par des accents les dérivées prises par rapport à l'arc, 


À 


(:) On appelle trajectoires orthogonales d’une famille de courbes une 
autre famille de courbes coupant toutes celles-ci à angle droit. 
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on a, en appelant R le rayon “le courbure, T le rayon de torsion, 


DV + 32 —) 


u 
æ] LD) Fo J 
TYPE R2° 
I 1 + R’2 
re UE) #19 = 
L'2H V2 3 Rte En 
x! x!" î A LEA nr D EE I 
nn O8 Ar ET TR Te R2° ; 
x" 2" ; da ya L z" LUF TS 1 [ ; 
A PAUEE PUS AE ATEN ESS RES 
R\R 
STE 
LE A À LES à 
ab ot VV NE ETES NET ° 
D, R (x) 


11. En appelant, comme dans le texte, à, b, c les cosinus directeurs 
de la tangente à une courbe, a’, b', c! les cosinus directeurs de la 
normale principale, a”, b', c” les cosinus directeurs de la binormale, 
on trouve 

F2 À BU a a” ds 
= 1a AIT RENE dass re 
es CR T # PET 
ce sont les formules de Serret. 
On a en outre 


TUE ds _ dsd I a! ds? 7 
a Pr <= 1H dd —-— da R = RT «& , 
Dry LÉ : 2 L L # hi 2 
da — dsd' a — ds (+ pm) ah a 
ds? 1 ds? 
2 Fos TES re ER ie Es je A 1! 
d? a" — Rr‘+ddia Re % 


DR LS S Spor He ee PT MTS Notes ee ee RU 


Les différentielles d’un ordre plus élevé ont été calculées par 
M. Brisse (Annales de l’École Normale, 1874); elles sont calculées 
jusqu’au sixième ordre. 


12. La différence entre un arc et sa corde est donnée par la for- 
mule suivante, où R et T désignent la courbure et la torsion : 


d DNICSS sk dsi [ dsÿ I 5 [ ) 
EN TNT ne 24RR 20h | 8h 37 


3 2 3 
due di PR 
go | KR 


(GAVARNI.) | 
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13. Soient la plus courte distancg de deux tangentes infiniment 
voisines d’une courbe gauche, R, T les rayons de courbure et de tor- 
sion de cette courbe, ds l’élément d'arc ; on a | 


ds3 


ART 


aux termes du quatrième ordre près. 


14. Soient dn l'angle sous lequel se coupent deux sphères oscula- 
trices infiniment voisines d’une courbe gauche, ds, R, T son arc élé- 


ÿ 6 d 
mentaire, ses rayons de courbure et de torsion, T1 sera en quelque 


ds 
TRE a I 
sorte une troisième courbure de la courbe. Nous la désignerons par 5 


et nous aurons, en appelant p le rayon de la sphère osculatrice, 


L R do 


RP lip GRO 


Î 


(Macnus DE Sparre, Bull. de la Soc. Statist. de l'Isère, 1875.) 


13. En conservant les notations des exercices précédents, l'angle 
qu’une tangente fait avec Je plan osculatéur voisin sera donné par la 


formule 
ds? 


Ee > RT°? 
donc 
GA 
Ra Tee 


aux termes du troisième ordre près. (/d.) 


16. En faisant toujours usage des notations des numéros précé- 
dents, la distance Ô d’un point de la courbe à la sphère osculatrice 
au point infiniment voisin est donnée par la formule 


ds 
O—— (/d.) 
24 RT À 
47. Soit y l’angle que la plus courte distance de deux tangentes 
infiniment voisines fait avec la binormale, on a (toujours avec les 
notations des exercices précédents) 
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18. L’angle g de deux normes principales infiniment voisines est 
(en employant les mêmes notations que dans les exercices précé- 
dents) donné par la formule 


I 
EE AN ren 


19. La plus courte distance H de deux normales principales infi- 
niment voisines d’une courbe est (en se servant des notations des 
exercices précédents) représentée par la formule 


LL 
VR2+ T2 
20. Si, par la tangente à une courbe gauche, on fait passer un 
plan et que l’on projette la courbe sur ce plan, le rayon de courbure 
de la courbe projetée sera la projection du rayon de courbure de la 
courbe proposée. 


.. 21. Les normales principales d’une courbe gauche ne peuvent 
Jamais se trouver sur une surface du second degré. (BERTRAND, Jour- 
nal de Liouville, 1850.) 


22. On appelle hélice cylindro-conique la courbe qui coupe sous 
un angle constant toutes les génératrices d’un cône de révolution : 
c'est une hélice tracée sur un cylindre dont la base est une spirale 
logarithmique. On propose d'étudier cette courbe comme on à étudié 
l’hélice ordinaire dans le texte. ( Voir PAUL SERRET, Théorie géomé- 
(rique et mécanique des courbes à double courbure.) 
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CHAPITRE VI. 


DES QUESTIONS QUI DÉPENDENT D'INFINIMENT PETITS D'ORDRE 
SUPÉRIEUR AU PREMIER DANS LES SURFACES. 


I. — Des contacts des différents ordres. 


On dit que deux surfaces sont tangentes en un point M, 
_ lorsqu’en ce point elles ont le même plan tangent. Alors il 
est facile de constater qu’une corde NN, non parallèle au 
plan tangent et ne faisant pas avec lui un angle infiniment 
petit, est du second ordre par rapport aux lignes MN et MN’, 
qui sont d’ailleurs de même ordre comme côtés d’un triangle 
opposés à des angles finis. En effet, la ligne NN’ est égale à 
la somme des perpendiculaires abaissées de N et N’ sur le 
plan tangent respectivement multipliées par certains sinus 
d’angles finis; ces perpendiculaires étant du second ordre, il 
en sera de même de NN. 

Ainsi, en général, quand deux surfaces se touchent, leurs 
cordes communes sont du second ordre; mais on conçoit que 
l’ordre de ces cordes puisse être plus élevé. Nous regarderons 
alors le contact comme plus intime, et nous dirons que : 

Deux surfaces ont un contact d'ordre n au point M, 
quand, menant une corde commune NN’, non parallèle au 
plan tangent, cette corde sera d'ordre 7 +1 par rapport à 
MN et MN’ (qui sont évidemment de même ordre comme 
côtés d’un triangle MNN’ opposés à des angles finis), quelle 
que soit cette corde. 

Cherchons la condition pour que deux surfaces aient entre 
elles un contact d'ordre n. À cet effet, observons que l’on 
peut supposer à la corde NN/ une direction fixe; en effet, si 

L. — Traité d'Analyse, II. #2 
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NN’ a une direction variable, par le point N menons une 
corde NP commune ayant une direction fixe, NP sera de 
l’ordre de NN’; car les côtés NN/ et NP du triangle NPN' sont 
opposés à des angles NPN' et NN’P finis, puisque, par hypo- 
thèse, ni NN' ni NP ne sont parallèles au plan tangent, c’est- 
à-dire à aucune ligne telle que N’P faisant un angle infiniment 
petit avec ce plan. 

On pourra alors prendre pour la corde NP la différence 
des z des deux surfaces, pourvu qu’en M le plan tangent ne 
soit pas parallèle à l’axe des 3 (s'il l'était, c’est sur les x ou 
les y des deux surfaces que l’on raisonnerait ). 

Pour que les deux surfaces aient un contact d'ordre n, 1l 
faudra donc, et il suffira que la différence de leurs 3 dans le 
voisinage du point de contact soit de l’ordre nr + 1. Or ces z 
que nous appellerons z et z' au point M se développent ainsi 


I 
z+ds+-d3+...+ —. LOT 


l I 
z'+ dz'+ - ds +... — dn z'%: 
2 AO Re 


Pour que la différence de ces quantités soit toujours d’or- 
dre n + 1 autour du point M, il faut que 


aies, MÉESTER 2272, ne dn z — dn 2. 
Ainsi les différentielles des ordonnées 3 doivent étre les 


mêmes jusqu’à l’ordre n inclusivement. 
Les conditions précédentes entraînent les suivantes : 


En d’autres termes, les dérivées partielles des 3 jusqu'à : 
l'ordre n inclusivement doivent être égales. 


Lorsque les surfaces sont données par des équations telles 


que £ : SÉL: 
f(æ, Y; 3)=0, f'(&, Ys 3)=0, 


INFINIMENT PETITS DANS LES SURFACES. 419 


on trouvera comme 1l suit les conditions du contact d'ordre n. 
Différentiant une première fois ces formules, on aura 


Of Of of NA 
f” )f" Of Ale 
dx F5 dy ay . 03 UT 


on éliminera d3 et l’on égalera à zéro les coefficients de dx 
$ RENE 
dy. Différentiant encore, on procédera ainsi toujours de la 
V ) J 
même façon. 

Quand on veut exprimer que f — 0, f!— 0 ont un contact 
d'ordre », on se borne généralement à différentier l’une d’elles 
et l’on suppose que dz, d?z, dz, ... y soient remplacées 

q ; ) ) ÿ P 
par leurs valeurs déduites de l’autre équation. 


Taéorëme. — Deux surfaces qui ont un contact d’ordre n 
se coupent suivant une courbe RE n +1 branches 
réelles ou imaginaires. 


En effet, supposons les surfaces 3 — , 3 —4 rapportées à 
leur plan tangent commun pris pour plan des æy et à leur 
normale commune prise pour axe des z, leurs z se dévelop- 


peront ainsi 
“ 09 0p 
= (0, o)+e (TE) - 7 (E),+. 


Res Ÿ(o, o)+e (5) y (E) +. er 


l’indice o indiquänt RE l’on doit supposer x — 0, y — 0. La 
différence entre 3 et z/ étant d’ordre n, on aura 


" 0n+1 @ on+1 4 
2, JL US RER RES n+1 — sion tee 
à at eaceni te (OS, Nh: | 


Or, pour avoir l'intersection des deux surfaces projetée sur 
le plan des xy, il faut faire 3 — z'; on trouve alors 


ni Ôn+H1 @ \ on+ 14 
LE ee ie mn), [+= 


420 CHAPITRE VI. 


ce qui est manifestement l'équation d’une courbe possédant 
à l’origine un nœud à » + 1 branches. 

La réciproque est vraie, car la différence z — z' égalée à 
zéro ne peut représenter un nœud à 2 +1 branches que si 
les termes du degré le moins élevé dans cette différence sont 
d'ordre n +1, c’est-à-dire que si 3 — z/ est d'ordre n+r. 
Alors les surfaces ont évidemment un contact d’ordre n. 


II. — Plan osculateur. 


Deux surfaces sont osculatrices quand, eu égard au nombre 
de paramètres qu’elles renferment, leur contact est de l’ordre 
le plus élevé. 

. Cherchons le plan osculateur d’une surface 


CR L Z)= 0; 
l'équation d’un plan est 
(1) Ax+By+CGz+D=o; 


elle renferme trois paramètres. On pourra l’assujettir à trois 
conditions, différentions-la, nous aurons 


(2) A +Cg=—o, 
(3) B + Cp =0;. 


dans les formules (1), (2), (3), nous supposerons qu'à la place 
de 3, p, g on ait pris leurs valeurs déduites de f(x, y, z)=0; 
ces formules (1), (2), (3) feront alors connaître les rapports 
A:B:C:Det, en les portant dans 


AX + BY + CZ + D —o, 


on aura l'équation du plan osculateur, lequel a avec la sur- 
face un contact de premier ordre. On trouve 


Z—:=p(X—-z)+q(Y—}y); 


c'est l'équation du plan tangent, on devait s’y attendre. 
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Soient 7, s, t les dérivées secondes de z; en différentiant en- 
core (2)et (3) et en remplaçant toujours les dérivées de 3 par 
celles déduites de l’équation de la surface, on a 


ou 


Quand ces conditions se trouveront satisfaites d’elles- 
mêmes, ce qui aura lieu en certains points particuliers ana- 
logues aux points d'inflexion des courbes, le plan tangent 
aura un contact d’ordre plus élevé, 1l sera surosculateur et 
coupera la surface suivant une courbe à trois branches. 


III. — Sphère osculatrice. — Ombilics. 


Cherchons s’il est possible d'établir un contact du second 
ordre entre une surface donnée et une sphère. L’équation de 
la sphère est 


Se DE cr POSEZ y RS, 


exprimant que le point (x, y, 3) de la surface appartient à la 
sphère; on a 


4) (a— 0) +(y—p+(s— = R 


Différentions cette formule par rapport à x et y, nous aurons, 
en supposant le p et le g remplacés par ceux de la surface, 


(3) æ—a+p(s—Y)=0, 
(4) Damon et): 


les formules (2), (3), (4), au nombre de trois, ne déter- 
minent pas tous les paramètres &, $, y, R, et l’on peut écrire 
entre eux encore une relation; mais, pour établir un contact 
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du second ordre, il faudrait encore trois relations obtenues 
en différentiant (3) et (4), à savoir 


I+r7(2—Yÿ)+ p?=0, 
S(3—Y)+pg =0, 


(5) | 
1+ É(3—Y)+ g?=0, 


en sorte qu'il n’existera pas en général de sphère ayant un 
contact d'ordre supérieur au premier. 

Cependant en certains points, que l’on a appelés ombülics, 
les formules (5) peuvent être accidentellement satisfaites, et 
servir concurremment avec (1), (2), (3), (4) à la détermina- 
ton de &, 6, y, R; on a alors | 


" 2 RIRE NES 

(6) TUGENUE er se Es ta 
—(T—a)= p(z—7Y), 
nai en 0 UE ones 


Ri (3 — y} (1+ p2+ g2). 


La condition pour qu’il existe un ombilic en x, y, z est d’ail- 
leurs donnée par les relations (6) entre p, q, r,s,t, à savoir 


DYLINIERTDIRE Le 788 
(7) we r 7 t 


Nous retrouverons ces équations plus loin, comme consé- 
quences d’une autre théorie. | 

Les équations (7) jointes à celles de la surface déterminent 
les ombilics; on voit que toute surface possède en général 
des ombilics réels ou imaginaires. Quelques surfaces pos- 
sèdent des lignes ombilicales, c’est-à-dire dont tous les 
points sont des ombilics. Enfin la sphère est la seule surface 
réelle dont tous les points soient des ombilics, comme nous 
le prouverons tout à l’heure. 

Pour qu’il existe une ligne ombilicale, il faut que les équa- 
tions (7) se réduisent à une, et, pour que tous les points soient 
des ombilics, il faut que les formules (7) soient identiques. 
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IV. — Surfaces dont tous les points sont des ombilics. 


Il est facile de prouver que la sphère est la seule surface 
réelle dont tous les points sont des ombilics. En effet, si tous 
les points d’une surface sont des ombilics, les formules (7) 
du paragraphe précédent, d’après ce que nous venons de dire, 

0p' 1.04 


sont identiques, et, en observant que $ — + di on peut 
les écrire 
SR NT TN MTL RDS 
D pa CPS, 0-40) 
ou 
Op 
(8) P 9x 1 0q 
pla 0 è 
0q 
(9) NU RUN 
1 RD IUT. 


on en conclut, ce que l’on vérifie en différentiant, 


log 1 + p? = logg + logyæ(y): 
logÿ1= g2= logp + logyY(x), 


w et d désignant des fonctions arbitraires. Il faut faire atten- 


(10) 


tion que ces fonctions jouent le rôle de constantes. En effet, 
dans l'équation (8), y, ainsi que ses fonctions, sont regardées 
comme des constantes. 

Les formules (10) peuvent s'écrire, en repassant des loga- 
rithmes aux nombres, 


2 12 + 
Do) PAU qg?o(y ); 


1+ g?= p?(x), 
d’où l’on tire 


PR VRAI MES 
Ge es VE VE 
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Si l’on écrit que l’on a . = og on trouve 
y 0x 
PCGY— TD) Ph HT) | Y'Y— 1) — V'p(y +) 
Vo +1 Vo +1 


ou, réductions faites, 
Re A er, 
3 3 
DÉS A CNE 
Pour qu’une fonction F(x) jouisse de la propriété 
F(z)= Fi(y), 


quels que soient x et y, il faut que F(x) soit constant; par 
suite, en appelant 2c une constante, on a 


Set: 
2 


p'(Y) 
CECPUEEEIE 


m1” 


Vo(r)+1” 


on a donc, en observant que 2c est la dérivée de 2cy et en 


le premier membre de cette formule est la dérivée de 


appelant 2 c’ une nouvelle constante, 


05) ’ 
KT = 2CY +20 
ou bien 
I 
p(yY)=— (y +ep en 
de même 
J 
Y(x) FA, 


ü (cx + c")? 
c” désignant une nouvelle constante: si l’on porte ces valeurs 
dans les formules (1 1), on trouve 


D (CcTr + c'})? 


POV rte ch (eye) IR 


. et, par suite, 


(cr + c")dx +(cy + c')dy 


dz = p dx + q dy — — 
de or E Vice + (ey + ci 
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ce qui peut s’écrire 


Cua lee Vi—(cæz+c'}—(cy+ y |. 


On a donc, en appelant À une constante, 


3 + h — s ee à safe 
xs en Ve c TT 


RE CRETE 


c’est l'équation d’une sphère. Mais on peut encore satisfaire 


ou 


aux formules (10 bis) en prenant p(y)= (x) = —71; elles 
deviennent alors 
p+g+1i=o, 


ce qui est l’équation générale des développables isotropes 
(p2316). 

Il résulte de là que la sphère est la seule surface réelle 
dont tous les points sont des ombilics, mais nous voyons 
qu’elle partage cette propriété avec les sphères imaginaires 
et avec les développables isotropes. 


V. — De la courbure des surfaces. 


La courbure d’une surface est une notion complexe, et elle 
ne peut pas se mesurer par un seul nombre, comme on le fait 
pour les courbes. On donne une notion nette de la courbure 
d’une surface en définissant la loi suivant laquelle varient les 
courbures des sections normales autour d’un même point. 
Cette loi est assez simple pour permettre, comme nous allons 
voir, de définir la courbure à l’aide de deux éléments seule- 
ment. 

Rapportons une surface à son plan tangent et à sa normale 
prise pour axe des 3; son équation sera de la forme 


(1) z—=1!(rot?+250%Y + to7?)+...; 


en effet, en développant z par la formule de Taylor, le terme 
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indépendant de + et y sera nul, puisque pour æ—0, y — 0, 
on doit avoir 3 — 0; les coefficients de x et y sont nuls, puis- 


. L2 L 0 n) 
qu'ils sont les coefficients directeurs = et Z du plan tangent ; 
| OT LRO: | 


To So to désignent alors les valeurs de in. rs Di 
L'OMÉO0 Re 0: | 

La courbure d’une courbe, rappelons-le, est égale au double 
_de la distance d’un point de la courbe à la tangente au point 
infiniment voisin, divisée par le carré de l’arc, ou, ce qui 
revient au même, de la distance du point à la normale. Si 


bien que la courbure d’une courbe tangente à l'axe des æ à 
l'origine des coordonnées est lim 2 (p- 369). 


Ceci posé, l’équation d’une section normale de la surface 


faite par le plan 
J = ætanga 


s’obtiendra en observant que, dans l'équation (1), il suffit de 
remplacer æ par X cos« et y par X$ina:; X désignera alors 
l’abscisse d’un point de la section dans son plan comptée sur 
le plan des æy. Cette section a donc pour équation | 


X2 
3 = — (ro COS?@ + 250 sina CoSd to sin2a) +: 
2 


23 


xs” Sera donnée 


la courbure de cette section, ou la limite de 


par la formule 


1 ; À 
(29 R = 7000824 + 259 Sina COS 4 + fo Sin? 


R 


La courbure d’une section normale varie, comme l’on voit, 
de la même façon que l'inverse du carré du rayon vecteur de 
la conique représentée par l’équation 


ToL? + 250T€Y + toY? = 1. 


On a donné à cette conique le nom d’indicatrice. On voit 
qu'elle a son centre à l’origine. 
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Voici maintenant les conséquences de cette théorie : 


1° On peut toujours diriger les axes de manière à faire 


f a x e 022 
évanouir le terme en < c’est-à-dire le —= de la surface 
: 0x 0y 


A 03 03 
en meme temps que Fe el dy 


Il suffit pour cela de prendre, pour axes de coordonnées, 
les axes de l’indicatrice et la normale à la surface. 

2° Les plans qui passent par la normale et les axes de l’in- 
dicatrice s’appellent plans principaux, sections principales ; 
dans ces sections R est maximum ou mintmum. 

30 La somme des courbures de deux sections rectangu- 
laires est constante. 

En effet, la somme des carrés des inverses de deux diamètres 
rectangulaires dans l’ellipse ou l’hyperbole est constante. 

Ces propositions, qui résultent des propriétés de l’ellipse 
et de l’hyperbole, pourraient se déduire de la discussion de la 
formule (2) où elles sont en évidence. 

Les rayons de courbure des sections principales portent le 
nom de rayons de courbure principaux. Avant de montrer 
comment on peut les calculer directement et sans transfor- 
mation de coordonnées, pour un point quelconque d’une 
surface, nous énoncerons quelques propriétés de lindicatrice. 


L'indicatrice est la limite d'une courbe semblable à la 
section faite dans la surface par un plan qui se rapproche 
indéfiniment du plan tangent, en lui restant parallèle. 


En effet, rapportons toujours la surface à son plan tangent 
et à sa normale, l'équation de la surface sera de la forme 


2 
era $so2y toy) + 


> désignant des termes du troisième ordre en x, y. Coupons 


À ie C ; 
par le plan 2 la séction aura pour équation 


h = ro%? + 2502€Y + to}? + 2, 
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ou 
æ'\2 PEN. JAN TRES 
1= Pol = | +280 > = + (RE 
(a) 2 +e(2 es 
On aura une courbe semblable à celle-ci en posant 


T 
4 


œ Y 
a — — —= Y 
VAR UE CNRS 
D 
h 


vent des valeurs finies ; à la limite, cette courbe, semblable à 


et alors + tend vers zéro, si l’on suppose que X et Ÿ conser- 


la section en question, sera représentée par l'équation 
1 = ro X? Se 250 XY ny Lo Y?; 


c’est l’indicatrice. 


Remarque. — Il est bon d'observer, toutefois, que, si le 
plan tangent au point considéré était surosculateur, quoi- 
qu'il n’y eût point là à proprement parler de point singulier, 
nos conclusions tomberaient en défaut. La section par un 
plan infiniment voisin du plan tangent serait en général du 
troisième degré et pourrait être d’un degré supérieur; car 
alors on aurait r, — 0, 59 — 0; to — 0, etil faudrait avoir égard 
aux termes du troisième ou du quatrième ordre. 

Nous avons dit qu'un plan tangent coupait la surface sui- 
vant une courbe à nœud; cette courbe a pour équation 


0 = 3 (roX2+ 25027 PRE. #: 
l’ensemble des tangentes au nœud a pour équation 
ToL? + 250€Y + toY? = 0; 
ce sont les asymptotes de l’indicatrice, ainsi : 


Les tangentes au nœud de la courbe provenant de l’in- 
Lersection d’une surface par son plan tangent sont asy m- 
ptotes de l’indicatrice relative à ce point. 


Cette proposition est encore vraie quand le plan tangent 
est surosculateur, pourvu que l’on appelle alors indicatrice 


\ NZ 
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la courbe semblable à la section de la surface par un plan 
infiniment voisin du plan tangent et parallèle à ce plan. 

Les dérivées secondes de z, en un point déterminé d'une 
surface, peuvent passer par toutes les valeurs possibles. Il en 
résulte que l’indicatrice peut affecter toutes les formes des 
coniques à centre, depuis l’hyperbole la plus ouverte jusqu’à 
l’ellipse infiniment aplatie, ou système de deux droites paral- 
lèles. 

Quand l’indicatrice est elliptique, le paraboloïde oscula- 
teur 23 —79Æ?+ 25 2Y + toY*est ellipuüque, le plan tangent 
ne coupe pas la surface, le nœud étant ici un point isolé, 
puisque les tangentes au nœud ou les asymptotes de l’indi- 
catrice sont imaginaires. Les raÿons de courbure principaux 
sont de même sens. 

Quand lPindicatrice est hyperbolique, le paraboloïde oscu- 
lateur est hyperbolique, le plan tangent coupe la surface, les 
asymptotes de l’indicatrice sont les tangentes au nœud, qui 
est réel. La surface n’est pas convexe, on dit qu’elle est à 
courbures opposées. Les rayons de courbure principaux sont 
de sens opposés ; deux rayons de courbure sont infinis. 

Quand l’indicatrice est parabolique, le paraboloïde oscu- 
lateur devient un cylindre parabolique, le plan tangent coupe 
encore la surface ; la section présente alors ordinarrement un 
rebroussement. Ce cas est caractérisé par la formule 


Toto — 5 —= 0. 


Tous les points d’une surface développable sont des points 
pour lesquels l'indicatrice est parabolique. L'un des rayons 
de courbure principaux est infini. 

Remarquons enfin que les sections normales passant par 
les asymptotes de l'indicatrice ont des rayons de courbure 
infinis ; par suite, le point de contact est pour elles un point 
d’inflexion. 
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VI. — Équation simplifiée de l'indicatrice. 


I . , 
La courbure 7 d’une section normale tracée sur une sur- 


face peut, comme on l’a vu tout à l’heure, se mettre sous la 
forme 


I ‘ : 

5 = lo COS?24 + 250 Sin COSX + lo sin?4, 
2 désignant l’angle que fait la tangente à la section avec l’axe 
des x. Si l’on prend les sections principales pour plans des 


+3 et des yz, alors 5, — 0, et l’on a 


= ro COS? 4 + fosin?x;: 


D|A 


ro Et & sont alors les inverses des rayons de courbure princi- 
I I 
paux que nous appellerons R tp; en effet, pour 4 —0,ona 


I T I 
RE e El, pour « — S'obus de en sorte que 


I cos? à Sin? œ 


p RC AA 


Si l’on appelle p' le rayon de courbure de la section normale 
dans la direction rectangulaire, on trouve 


sin? % cos? x 


— 1 


# 
Do R FAT R’ ? 


d’où l’on tire, ce que l’on savait, 


Ars 
R HR 


I 
JA 
Ë 


L’équation de l’indicatrice peut s’écrire 


x2 y? 
R ee R Tr. 
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Soient z et a deux directions conjuguées par rapport à l’indi- 
 catrice, on aura 

RP’ 
tangatanga = — RE 
et, en appelant p' le rayon de courbure correspondant à la 
directrice 4’, 


ER cos?«! F: sin2a'. 
p' ar R ; R 2 
d’où l’on conclut 
| o+p=R +R. 


VII. — Théorème de M. Bertrand. 


Nous appellons courbure d'une surface, au point M(x;7, =) 
et dans la direction dx, dy, dz, le rapport 
GÉNIE 
ds “ Pi 
de désignant l’angle que fait la normale à la surface en M 
avec la normale en x + dx, y + dy, z + ds, et ds désignant 
l’arc Vdx? + dy? + dz° qui joint ces deux points. 
Rapportons la surface à sa normale et à son plan tangent 
en M; la normale en un point quelconque infiniment voisin 
de l’origine (x, y, 3) a pour équations 
X—x+p(Z—z)=0, 
Mers) E0; 


l'angle e de cette normale avec l'axe des 3 est donné par la 
8 | P 


1: Vi+p?+g?= cose. 


formule 


Or on peut poser 
3 = + (rot? + 2802Y + toy?) +...) 


223 923 223 


Ps Sos Co, --*. désignant =: Fr PAT pour = 0, 
Y=0, 3—'0. On en ture 


P= TL +SoY); g = ST + toY 
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et, par suite, 


we 


COSe —[1+(r0% + 507 + (ST + 67 }] 
IL (TL 270802 + 2 1050&Y + Li yI) re 

2 

Et, COMME COS ETES NOT à 


di 


Q) 


re rA 28070 2Y + 250t0€y + (2 VIH... ; 
si nous divisons par le carré de la distance s du point m2) 


à l’origine, - sera la courbure de la surface dans la direction o, 


et nous aurons 


ie To Costa + 255( 70 t0)sin a COS té sin?, 
1 
4 désignant l’angle que ç fait avec l’axe des x. Si R et R' 

désignent les rayons de courbure principaux de la surface au 
point considéré et si l’on prend les sections principales pour 
plans des xz et des yz, on trouve 


(1) I cos? % Sin? % 
p? R2 R’2 


Cette formule est de M. Bertrand. 


On voit que P1 Varie comme le rayon vecteur d’une ellipse 
dont R et R' seraient les demi-axes, 


Soit + la direction conjuguée de « par rapport à l’indica- 
trice, qui, comme l’on sait, est la courbé 


m2 y? 
RY MR 
on aura 
4 
(2) Du er 


È 1 : : : x 
Mais, en appelant de la courbure dans la direction conjuguée 
| 

de &, (1) donne 


(3) his Cost . Sin?’ 


pÊ R2 Ta RE 


INFINIMENT PETITS.DANS LES SURFACES. 433 


S1 entre (1) et (2) on élimine successivement R et R/, on a 
les relations remarquables 


sin x cos 4 cos x’ sin & 
ET , Femme DE + 19 
p1 R p1 K 
sin % cos x’ COS x sin 4” 
Cecæs| , TT — ZE ——— 
h R Pi R' 


De ces formules on tire 


I I 


P1 PA eu RR'? 


EF est ce que l’on appelle quelquefois la courbure de la 


. . I 
surface; on voit donc que le produit ——r €st constant el 
P1P1 
égal à la courbure. 


Combinons les équations (1) et 


I cos? 4 sin? % 


SR SU ST PAUL 


du paragraphe précédent; l'élimination de « donnera 


I I I I I 

n=(RtR) Er 
Nous ferons encore connaître une expression de la cour- 
bure à donnée par M. O. Bonnet (Journal de l’École Poly- 
technique, XXXV®° Cahier). 


À cet effet, appelons V l’angle que fait la direction «x avec 
sa conjuguée par rapport à l’indicatrice; on a 


cost sin? x 


| FEU 
sin V — - 
cos? 4 sin? 
ARC NDRE 
ou 
psin V = p;; 
on trouve donc 
Le, I 
Pa psinV 


C’est la formule que nous voulions établir. 
L: — Traité d'Analyse, 1]. 28 
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VIII. — Recherche des rayons de courbure principaux 


Soit maintenant 
(1) f(æ, Y: 3)=0 


l'équation d’une surface donnée; proposons-nous de calculer 
ses rayons de courbure principaux au point dont les coor- 


données sont x, y, 3. Posons une fois pour toutes 
f= À, Ja js AE 
(2) fi= fie = foi er f13 FREE 
Jai = Te Pas = 32 TE f33 — 2 
Soient x — ne ge . les trois cosinus direc- 


teurs d’une tangente à la surface, passant par le poimt(æ, y, =). 
Par cette tangente faisons passer une section normale et calcu- 
lons son rayon de courbure. Au lieu d'appliquer les formules 
générales, nous ferons usage de l’artifice qui suit : 

Menons deux plans normaux, infiniment voisins, à la courbe 
de section dont nous voulons calculer le rayon de courbure; 
ces plans se couperont, comme l’on sait, suivant l’axe du 
cercle osculateur (p.378), lequel axe rencontrera le plan de la 
courbe de section en son centre de courbure. Nous remar- 
querons, pour faciliter le calcul, que le centre de courbure 
est sur la normale à la surface qui est la normale en #, y, £ à 
la section. Nous aurons donc, pour déterminer les coor- 
données du centre de courbure X, Y, Z et le rayon R de 
courbure, les équations suivantes : 


(3) (X— x) +(Y—y)y +(Z—z)sz =0, 
équation du plan normal; 


(4) (X—æ)a"+(Y—y)y' + (Z—z)alæn, 
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équation obtenue en différentiant par rapport à s l'équation 
précédente : ces deux équations représentent, comme on l’a 
vu, l’axe du cercle osculateur (1); enfin 


(5) RU PS Se fe 0 R 
PC ART AU NS 


équation de la normale à la surface où l’on a écrit, pour 
abréger, N au lieu de via + fi +/f; et où R représentera le 
rayon de courbure de la section. 

L’équation (3) est contenue dans les formules (5), ce que 
l'on peut d’ailleurs vérifier en observant que le résultat de 
l'élimination de X, Ÿ, Z ou de X — x, Y — y, Z-—z donne 


l'identité 
(6) f1T' +27 + f33 — O, 


qui exprime que la direction f,, f», fa de la normale à la sur- 
face est perpendiculaire à celle de la tangente à la section 


", et que l’on obtient d’ailleurs en diffé- 


considérée x’, y’, 
rentiant (1) par rapport à l'arc s. Des formules (4) et (5) on 


tire 


$ Le À 7 LIRE LA CALE 
(A) ND N , Y—7y = N ) Yi M N ? 
R I 
(7) Nr CENT Fe ITS 
N fix eV + f3 3 


Mais, en différentiant l'équation (6) par rapport à l’are s de la 
courbe dont on cherche le rayon de courbure, on a 


2 + f23" + f33"+ fn T2 + fra? + fas 2°? 
+ 92/2393 + 2/32 3 + 2fit y —=0; 


(:) Soit P — o l'équation sous forme abrégée du plan normal; P + 4P — 0 
sera celle du plan normal voisin, et ces deux équations représentent l’axe 
du cercle osculateur ; la seconde peut être remplacée par dP — 0, combi- 


: x dP ; } 
naison des deux équations, ou par Ts =0: cest l’équation (4) du texte. 
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Péquation (7) prend alors la forme suivante pour le calcul 


du rayon de courbure KR : 


R — 1 
N fur ?+ fa) 2+ f3322 + 2/39 3 +2/fn12 4 +2/f120Y l 


Si nous posons, pour abréger, 


fire + 227"? + 33 32 + 2 f239"2" 
+ 2/32 2 +92/f123"2 = 9 (2, ÿ', 4°), 


nous pourrons écrire ainsi l'équation précédente 
: N 
(7 bis) R TP PER 
Pour trouver les rayons de courbure principaux, 1l suffit de 
û NE N : k 
calculer le maximum et le minimum de R quand on fait varier 


la direction x’, y', z! de la section normale. On a, pour la 
condition du maximum et du minimum, 


09 


09 0 
A 0! 


0x" di + 5 dy'+ 


mn AL: 


(8) = 


les quantités x’, y', z' sont liées entre elles par les ln 
(9) f1T'+ f2y + f32 = 0 : 

c’est la relation (6), et 

(10) + y+ 32, 

d’où l’on tire 


( ) 0 = f\dx'+ f:dy'+ f3dz, 
II 


o = x'dx'+ y'dy'+ s'dz. 


Si l’on applique aux formules (8) et (11) la méthode des 
multuplicateurs, on obtient les trois formules 


— +Àf+uz = 0, 
(12) 5 + hf + uy'= 0, 


—, +Àfs+ W3'= 0, 


A 
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où À et u désignent deux paramètres à éliminer. En éliminant 
À, pe, æ', y, sl entre (5), (0), (1o)et(12), on a l'équation qui 
fait Pntuitre le maximum et le minimum de 2e pour obtenir 


la résultante, nous éliminerons d’abord À en multipliant la 

première formule (12) par æ', la deuxième par y”, la troisième 
le à 7 A s n I 

par z/; en ajoutant et en ayant égard à (7),(8), (g)et(10), on 


AD —H—0;ouh— En remplaçant alors dans (12) 
1 par cette valeur et 2°, +, © par leurs dével 
um par cette valeur et Sole Er En pa par leurs développements, 


me 


puis en divisant par 2, on trouvera 
N ! ! pe À 1 ) AT 
fut L'+ fy2Y' + 133 + à Er e10; 


MLD res DHNAE TT eV 
(13) fix TT (fn+ R)” + fa 3 se AA fa 10: 


HU NUE 
fnet+ far + (a+ p)s+ he, 
f1T'+f2V + f33 = 0. 


En éliminant x’, y’, 3', À, on a l'équation aux rayons de cour- 
bure principaux 


Hans f MES 7 


(14) foi Îa2 + à 23 Î2 


N 
Jai fa NPte KR Ja 
Ji /2 Î3 0 14 
p une fois connu, les équations (13) feront connaître x’, y’, z', 


c’est-à-dire les directions des sections principales. 
IX. — Discussion de l'équation aux rayons de courbure principaux. 
Taéorème |. — L’équation (14) aux rayons de courbure 


principaux est du second degré, elle a ses deux racines 
réelles (st la surface f — 0 est réelle). 
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Si nous posons 

fit fie 13 fi 

Jui Jo Jos 


Ja J32 Js3 fa 
Ji Je fs vo 


on pourra écrire l’équation (14) ainsi 


10) 0 — 


Ni RE 06 
EN AT 


L’équation (14) est donc bien du second degré, et il est bon 
d'observer que @ n’est autre chose que le hessien de f, à un 


)+8=0. 


facteur constant près. 

Pour prouver que cette équation (14) a ses racines réelles, 
on remarque que, si ces racines étaient imaginaires, on en 
déduirait pour x, y', z!, À deux systèmes de valeurs conju- 
guées ; désignant le premier système de valeurs par DAME 
el le second par +", y", z!, \', on trouvera, en multipliant la 
première formule (13) par æ”, la seconde par y”, la troisième 
par z” el en ajoutant, 


‘ À f N ” / 
FT + fa" + y'a) += — Ra" +vy +22"); 


le coefficient de À disparaît en vertu de f, &" + f, y! + f, 3! —0. 
N' 0 , N 

En appelant pla valeur conjuguée de p’ 9n trouve d’une 

façon analogue 


qu 


JuLL + fo 4 ya) +. = : (2° L" + YVES EONIEEEN 
on en tire 
( — K) (cz + y'y" + 33") = 0; 
. donc, comme à est différent de ne puisqu ils sont conjugués, 
g'£"+ y'y"+ 33" — 0, 


ce qui prouve d’abord que les directions principales sont rec- 


INFINIMENT PETITS DANS LES SURFACES. 439 
tangulaires, et ensuite qu'elles ne sauraient être imaginaires, 
car xæ'x!— (modx'}?; on aurait donc 


(modzx'} +(mody'} +(modz'} = 0, 


où æ—y'— 3 — 0, ce quiest en contradiction avec la rela- 
tion æ'?+y?+ 3? —1, à laquelle sont assujetties les quan- 
és ty, 2". 


Proszème. — Chercher les conditions pour que l’équa- 
tion (14) ait une racine double. 


Si nous appelons V le premier membre de cette équation, 
on aura à la fois 


av CNP D av ES 


1) Ge) +) 7 


et V — 0, si l'équation (14) ou V — 0 a des racines égales. 


(16) 


Orona(t. I, p. 159) 


OV 
nr 0n trouve alors, en rempla- 
(fur) 
RTE OV OV 
N N\ 
(fi R) 5) 


l'équation précédente et de son analogue, 


NME TA PCA AT A 
fe) Cr) 
(fur) 


Cette formule et ses analogues montrent que les mineurs de V 


multipliant (16) par 


>. par leurs valeurs tirées de 


A4o CHAPITRE VI. 
relatifs aux éléments qui n’appartiennent pas à la dernière 
ligne et à la dernière colonne sont nuls (au moins dans toute 
surface réelle). 

En écrivant toutes ces conditions, on tire 


2, f2f3 fs — [3 (fs+ R) D (a + 


NS 
Î 
© 


RIZ 72 


2h fifs FE (fut pe) ft (fs +3 
A Pia Fat R) SE (fut À) = 0 
Pi f23 — fi fais — ff 3 fre + (ra UE RAA = 0, 


Sn 
Î 
© 


(17) 


PES i3 — fr fa fie — fa fi fes + (a “+ R)// — 0, 
| JS fie —Pfif23 — fs fa fs + (rs me R)A = 0 


Si aucune des dérivées Ji f2s fa n’est nulle, l'élimination 


de à donne 


I 


se (ff 2 13 + ff 3 fa — fufofs —f2f2s) 


I 


(18) = re Jafa fie + fo fa fes — fo fi fs — F2 frs) 
ff 
= re fa far + Safafis— Pas fafs — fa fin) 
1/2 | 
seulement. Et ces équations peuvent encore s'écrire 


PT 23 — ST (Pisfa + fra fs) + fi fe fsfus 
(10) = JE fai — Fi irfs + fosfi) ff fe fs fo 
= JE ia SE (as + fisfo) + fi fo fs fase 


Si l’une des quantités Ji f2, fs est nulle, f, par exemple, en 
vertu de la quatrième équation (15), il faudra que l’une des 


Sr $ N 
quantités /°, f; soit nulle, ou que f1 + R —0et l’on devra 


reprendre le système (1 7) tout entier pour en faire la discus- 
sion. 
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Il est facile de voir que les points où les deux rayons de 
courbure principaux sont égaux sont des ombilies, d’abord 
directement au moyen des équations (18) qui se réduisent à 


S J' Ü 


TEEN 


et déterminent les ombilics (p.421); ensuite en observant que, 
si les deux rayons de courbure principaux sont égaux, l’indi- 
catrice est circulaire, et il existe une sphère osculatrice. 

Les équations (19) permettent de compter les ombilics 
d'une surface de degré m. En effet les ombilics de la sur- 
face f — o sont à l'intersection de la courbe (19) et de la sur- 
face / — 0; la courbe (19) est elle-même l'intersection de 
deux surfaces de degré 4m — 5. Il y aura donc (4m — 5)?m 
points d’intersection; mais tous ces points ne sont pas des 
ombilics. En effet, les équations (19) sont satisfaites pour 


Hfi=o et fafis +fafis =0, 
(20) = 0 et faf io + fi f2s = 0, 
J: = 0 et f1f23 + frfi13 = 0, 


bien que l’on puisse toujours supposer qu’en un ombilic on 
n'ait pas fi — 0 Où f» — 0 Où f; — O0 au moyen d’une transfor- 
mation de coordonnées. Or les équations (20) déterminent 
sur la surface f — o 


3m(m—1)(2m—53) 


points qui ne doivent pas compter parmi les ombilics; 1l reste 
donc 

m(4m—5}?— 3m(m —1)(2m—3) 
points qui pourront être des ombilics. En faisant le calcul, 
on constate qu’une surface d'ordre m peut avoir au plus 


m\( 10m? — 25m + 16) ombilics. 


Pour m— 2, on trouve qu’il y a 12 ombilics. Les ombilics 
des surfaces du second ordre sont donc au nombre de 12 
et évidemment aux extrémités des diamètres conjugués des 
sections circulaires. Vérifions-le. 
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_ Considérons l’ellipsoïde représenté par l'équation 


et 1l semble qu’il n’y ait pas d’ombilics, les solutions x — 0, 
J —0,:—0 ne devant pas nécessairement compter. Mais il 
faut examiner le cas où /, — o et avoir recours alors à toutes 
les formules (17). Si l’on y suppose zx — 0, elles donnent 


N 2 a?e? a? — 62 


2 


ER omni- À #3 É 
R a? 4 b2 c? 


c’est la solution connue. 


X. — Suite de la discussion précédente. 


Si, dans l'équation (14) qui fait connaître les rayons 
de courbure principaux, on suppose /—v(x,y)—z, elle 
devient, après avoir été développée, 


WA) : + fre qg)r—2pqgs +(i+ pt] + ré — s2 — 0, 


N représentant ici/1+ p? + 42. Le produit des courbures 
[ 1 TSP IE 

Pr rl — 5? : : 
principales est donc NA S1 donc rt — s? — o, l’une des 
courbures principales est nulle, l’un des rayons de courbure 
principaux est infini; il en résulte que, dans les surfaces 
développables qui sont caractérisées par la relation ré — 52 —0, 
un rayon de courbure est infini. Si le plan tangent touche une 
surface suivant une ligne, le long de cette ligne,onart—s?—0 
(p. 309) et un rayon de courbure le long de cette ligne est 
L] L2 À L] . cé 1 . 2 e, 
infini; de pareilles lignes sont ce que l’on appelle des lignes 
de points paraboliques, les points où l’on a rt — s? — 0 étant 
ce que l’on appelle des points paraboliques. 

Revenons à l'équation (14). Le terme indépendant de R est 
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le déterminant 6 ; en l’égalant à zéro, on obtient les points. 
paraboliques, et, s’il est identiquement nul, la surface est 
développable. 
Il est facile de voir que la relation @ — o est équivalente à 

l'équation : 

Jarre Jas Ja 

foi Jo 23 fer 

fai Je J33 Ja 

Hinata ts ae 


obtenue en égalant à zéro le hessien de la fonction f rendue 
homogène par l'introduction de la variable #. 

Pour le prouver, il suffit de multiplier la première colonne 
du déterminant @[ formule (15)] par æ, la seconde par y, la 
troisième par 3, la quatrième par m—1 et de retrancher 
la somme des trois premières de la dernière, laquelle aura 
alors pour éléments 4/14, Lfons Lfsis Ua. Multipliant alors la 
première ligne par æ, la deuxième par y, la troisième par z, 
Ja quatrième par 7 m—1 et retranchant la somme des trois 
premières de la dernière, on obtient le hessien de f. 

L’équation @ — o détermine sur la sur face f — o une ligne 
de points paraboliques, @ est de degré AR — 2) : la ligne 
des points paraboliques est donc de degré 4m(m — 2); 1l 
n’y a donc pas de ligne de points paraboliques sur les sur- 
faces du second ordre non développables. 

La ligne des points paraboliques sépare en général la sur- 
face en deux régions : sur l’une la surface est à courbures 
opposées, sur l’autre elle est convexe. 

Pour que deux rayons de courbure soient infinis, il faut 
que l’on ait non seulement 0 — 0, mais encore 


2. 0e , 0 | 
fin fer fai 
Cette équation est de degré 3m— 4, l'équation 8 — o est de 
degré 4(m — 2); par suite, il y a, sur toute surface d'ordre m, 
4m(m—2)(3m — 4) points où deux rayons de courbure 
sont infinis. 
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XI. — Discussion des équations qui font connaître les sections 
principales. 


Ces équations sont [(13) du S VIIT | 


() (nt Re + fur ++ fo, 
(2) faa+ (pa pre fus + Dino, 
(3) far + foy + (fn R)" +1ñ=o, 
(4) fix + f27 + f33 = 0. 


$ l’on appelle R et R, les rayons de courbure principaux, 


2", J';12/1 et PO OR MERE correspondantes des 


cosinus directeurs des tangentes aux sections principales, 
X, Y,ZLetX,, Y,, Z, les coordonnées des centres de cour- 
bure pi incipaux ; on aura d’abord, en multipliant (r), (2),(3) 
par Z,,Y, 4, et en ajoutant, 


N LA ! LÉ ! ! 4 À ! | 4 ! 
sa + RP Ta ER (if + Yif2 +255) = 0 


ou, en vertu de (4), 


N + 
QE — (ait mit aa) 


Q désignant une fonction du second degré de x, y!, z'et 
Ti, Yi 3,3 On trouverait d’une façon analogue 


N , 
Die R. (riz + yiy' + 2 3!); 
il faut en conclure, si Rae 


! Ra / r TA 
(0) 9 —0, TT +YiY +3,22 —=0 


? 


ce qui prouve que deux sections principales, én un point où 
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les rayons de courbure principaux sont inégaux, sont tou- 
jours rectangulaires. On a 
: R R R 
+ ant AE N/2 Meyer Re En N/> 
d’où 
L R R 
Fe ME NT Ad 
R R 
aY = dy + N dfi+fid x? 


R R 
dZ — dz + N dfs+fsd x" 


On en déduit, en vertu de (4), 
z'aX + y'dY + 3'dZ 


6 
(6) | sd y'dy+s ds + N (x dfhi+y'dfi+ #'dfs); 


or de (1), (2), (3)ontire aussi, en les multipliant par dx, dy, 
dz et en les ajoutant, 


z'df;+y'df2 + z'dfs+ à (x'dxz + y'dy+ :'dz)=—0. 


Cette équation multiphiée par < et ajoutée en croix avec (0) 
donne | 
z'aX + y'dY + 'dL = 0; 

ce qui prouve que le déplacement dX.,, dY, dZ effectué sur 
le Lieu des centres de courbure principaux est perpendiculaire 
à la tangente à la section principale; le plan tangent au lieu 
des centres de courbures principaux est perpendiculaire à 
cette tangente, et, par suite, il coïncide avec une section 
principale ; ANST 


Le lieu des centres de courbure principaux est l’enve- 
loppe des plans des sections principales. 


Cette propriété rappelle celle des développées. Mais l’ana- 
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logie est loin d’être complète, car une surface quelconque ne 
peut pas être regardée comme le lieu des centres de cour- 
bure d’une autre surface. | 

En effet : {4 surface à deux nappes lieu des centres de 
courbure d’une surface donnée doit Jouir de cette pro- 
priété que, de quelque point de l’espace qu’on la regarde, 
les contours apparents des deux nappes semblent se couper 
à angles droits. 

Pour le prouver, placons l'œil en un point quelconque et 
considérons la normale à la surface passant par l'œil; deux 
plans principaux passant par l’œil toucheront la surface lieu 
des centres de courbure et seront les plans tangents au cône 
Circonscrit mené par l’œil considéré comme sommet de ce 
cône. Ce cône se composera donc de deux nappes orthogo- 
nales, ce qui démontre le théorème énoncé. 

La recherche du lieu des centres de courbure principaux 
d'une surface présentera, en général, de grandes difficultés ; 
mais il sera facile de trouver son équation tangentielle, 
comme nous le verrons sur un éxemple. 


XII. — Sur une propriété de maximum relative aux rayons 
de courbure. 


Cherchons le maximum et le minimum de la distance d’un 
point (, ,+)à une surface, Soit (æ, y, z)le point de la sur- 
face répondant au maximum. Pour ce point la différentielle 
de (x — a)? + (y — D)? + (3 — y )? doit être nulle, et l’on à; 
en égalant à zéro les deux dérivées de cette expression, prises 
par rapport à x et y, 


(1) PE PET Ye 0 07 CBC 


si l’on regarde à, B, y Comme des coordonnées courantes, ces 
équations représentent la normale en æ, Y, 3; donc la solu- 
ton s'obtient gn menant par &, $, Y une normale à la sur- 
face. Mais discutons la solution et formons la différentielle 
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seconde de (x—4}?+(y —8B)+(s— 7); elle est égale, 
à un facteur positif près, à 


v)ldrt-+a[pg +s(z—Y)ldr dy 
+fi+g?+i(s —7Y)]dr?. 


[1+ p?+r(z 


(2) 


Plaçons l’origine en x, y, 3, et prenons pour plans de coor- 
données les sections principales et le plan tangent en ce 
point; on auraz —0,p —0,q—0,S$—0,e l'expression (2) 
deviendra 
G—ry)dr?+(i—ty)dy?. 

Pour que cette quantité conserve le même signe, 1l faut que 
(1 — Ÿ r)(i—Yyt)> 0. Orret £ sont les inverses des rayons 
de courbure principaux; en appelant R et R’ ces rayons, on a 
_ donc 


.  (--b> 
si Ret R' sont positifs, on doit trouver 
GRO ETS PAS 
Par suite, pour qu'il y ait maximum ou minimum relative- 
ment à une surface convexe, il faut que le point donné ne 


soit pas compris entre les centres de courbure principaux. 
Si R et R’ sont de signes contraires, la formule (a) revient à 


(y —R)(y — R<o; 
done, dans le cas d’une surface à courbures opposées, il faut 
que le point donné soit compris entre les centres de cour- 
bure principaux pour qu'il \ ait maximum ou minimum. 


Les centres de courbure peuvent donc se définir : des pounts 
pour lesquels la différentielle première de 


(ea) +(y—B}+ (1) 


est nulle et pour lesquels la différentielle seconde est un 
carré parfait (p. 346, t. E). 


Ils sont donc fournis par la formule (1) d’une part, et par 
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la formule obtenue en écrivant que (2) est un carré, ce qui 


donne 
Lpg +s(s—y)P=fi+p+r(z—y)][r +g2+ LÉ le 
TR re $ 
OT ON A3 —Y— —— 1] équation aux rayons de cour- 
VI+p?+ g? Ç 


bure principaux est donc 


EE Zee) (US 
po Re (PES 
Vi+p? +? Vi+p?+ q° 
1+ g— Le }=o 
VI+p?+ 92 


Cette équation développée devient identique à celle que nous 
avons trouvée plus haut; mais sous cette forme elle se prête 


mieux à la discussion. 
Veut-on prouver, par exemple, qu’elle a ses racines réelles, 
on l’écrira ainsi, en posant 1+p?+ g2=— N?, 


o (eye pee en 


substituant alors dans le premier membre, à la place de Br 


F | d 
? 
tp tr6797 


) ‘#0 
on trouve les signes suivants, en observant que (1+p?) 
(+ q?)— p?q? ou 1+ p? + g? est positif, 


ET Mr +; ar 


4] 


Donc 


t | 
El ——— peuvent servir à sé n 
ps tr gs Peuvé vir à séparer les racines qui 


sont toutes réelles. Pour que deux racines deviennent égales, 
il est nécessaire qu’elles deviennent alors toutes deux égales à 


2] 
* 


et à ——— ; on doit par suite avoir 
1 +p? 1+g?°? P 


1: (A 
L'rAPEMIMEENTA 


m1 2 
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mais l’équation (3), dans cette hypothèse, donne 


N S 


_— 


hate 
. On a donc en un point où les rayons de courbure sont égaux 


1: S fi 


1+p? pq Re 


c’est l'équation aux ombilics. 


XIII. — Sur une forme remarquable que l’on peut donner 
à l'équation aux rayons de courbure. 


Reprenons l'équation aux rayons de courbure 


NN 

PR Eg )r aps EG phl+ri—s=0o 
ou 

eg ne 2 pas (rpm res? 
G) R2 R N3 Ti N: ab” 


soient &, Ê, y les cosinus directeurs de la normale, alors 


I I 


2 


et, par suite, 


OMR Tr (+ q?) — pgs dx _s(1+—qg?)—pqt 
NET MT CONCTTO CL RE Ne RS CPE 


0x N3 dy N3 
Ps pi)-—par DORA pr) ngse 
DGA NE ; D PNR NE 6 


le coefficient de & dans (1) est donc 


| 0x | 
L. — Traité d'Analyse, II. 29 
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- D'ailleurs on trouve 


O(a, B):4 1 Fr Hg) =)p7s us GONE 

EMA NE S(i+p?)— pqr t(1+p?)—pgs 
l'autre 1. GED T'ES 
PANTIAUNE — pq 1+p? 1 ONU 


léquation (1) peut donc s’écrire sous la forme remarquable 


Re) ER = 


R? R\ox  oy (LEP 1 


XIV. — Application aux surfaces du second ordre. 


Considérons la surface 
Ax+ By?+Cz=1; 


pour cette surface, l'équation aux rayons de courbure prin- 
cipaux s'écrit 


N 1 
A ER re) O A x 
N 
0 BB [e) B 
(1) R % 0; 
N 

0 0 CHE Cz 
À x By Cz 0 


où 
N?2 = A2»? + B2y2-+ C222. 


Cette équation développée devient 
; Nt NN 
(rbis) GTR [CA + B + C)N2—(A3x2 + B3y2+ C3:2)] ABC = o. 


On peut écrire cette équation autrement. En effet, on peut 


INFINIMENT PETITS DANS LES SURFACES. 451 


la considérer comme résultante de 


N 
(a+p)r+az 10) 


(B+)e-+Br 10, 
N 
(c+s) + Gz — 0, 


XAæ+uBy+vCz =o, 


ce qui donne 


A2x2? B27y? C2 32 
(2) NT NE 2 NS 
A+E B+r C+E 


Si l’on appelle y la corde normale passant en æ,y, 3 el pc 
la portion de la normale comprise entre le point ÉTRV.e elle 
plan des xy, on a 


2.N3 
A5? + B3y? + C822° 


L’équation (1) peut alors s’écrire 


D OA PAR CN a \ ua | 20 
RD Co te) "GE pE Tu 

on en déduit, en appelant R/ et R'" Îles deux rayons de cour- 
bure principaux, 


I RRRCA EE B+C TA PRET 
R' R’ CPe — F ? R’ LT C3p4? 
I AB R"3 
ER = CR ou R' — const., 


dans l’hyperboloïde qui a trois génératrices rectangulaires 
DD C—0; et l'on a 


I I 2, 
RO à 
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La corde normale est alors moyenne harmonique entre les 


rayons de courbure principaux. 


Le lieu des points où pèune valeur constante À s’obtüent 


À N ! 
en faisant > — À dans (2), ce qui donne 


A272 B27y? C2 32 
A,—"} BEL ENR 


On peut donner à cette équation une forme remarquable en 
la combinant avec celle de la surface elle-même; on a alors 


A2? A22%2 B2y° s B2? y? C2 32 : C2 32 
ATX A B — À B CG— À C 


= — Ï, 


ou encore 


Cette équation représente une surface homofocale avec la 
surface proposée. Elle découpe sur la surface proposée une 
série de lignes que nous retrouverons sous le nom de lignes 


de courbure. 
On peut observer que, en vertu de (1 bis), on a 


M PABC 
RARTIEIOENE 
ct, par suite, 


R'3 R’ k 


» : R’ L "3 
Le long d’une ligne où A SSt constant, on voit que - sera 


constant. Ainsi, le long d’une ligne de courbure, le quo- 


13 


tient . est constant. 


. 
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XV. — Surface lieu des centres de courbure de l’ellipsoïde. 


Pour trouver le lieu des centres de courbure de l’ellipsoïde, 
on pourrait faire usage des formules qui précèdent, mais on 
obtient le résultat sous une forme plus élégante comme il suit : 


considérons l’ellipsoïde 


x2 m3 32 
(y mm bi c: 


Coupons-le par la sphère 
(2) Ga) +(y—BY+ (cv) 3 


l'équation générale des surfaces du second ordre passant par 
l'intersection sera 


2 2 22 
(+) GB G-N+ RS, 


a? b2 2 


et, pour que cette surface soit conique, il faudra écrire que 
l’on a à la fois 


Ri+a(x—a)+B(y —$B)+y(s—Y)—À=0; 


et l’on éliminera +, y, 3, ou plutôt æ — x,7 —f,z:— 7 entre 


À ha 
Ga) (5—)+ 0 A LA A 


a(æ—a)+B(y —B)+y(z—v)+R—A=0, 


ce qui donnera 


ou bien 


(3) ONDES BEST CN LUE À 
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D'un autre côté, si l’on cherche l’expression du rayon de cour- 
bure p de l’ellipsoïde (1), on trouve qu’elle est donnée par la 
formule du paragraphe précédent 


x? 2 72 
N'a 4 N = = O0, 
AE EE l'L EUR) 8 2 CI 
e e 

ou 

x? y? 22 

2— __ CRE ie 

(4) NS LT PERTE 


Si l’on combine cette équation avec 


2 2 À 
7. NS 
Re 2 bte 


on trouve, en retranchant membre à membre, 


Supposons maintenant R — p; cette équation deviendra 


Ê 2? 2 Fe 
2 NRC REC 
N N N 


d’ailleurs on aura 
QE 


N a a? N 


L'équation (3) donnera alors 


L ! s Aves. R 
et l’on peut voir que cette équation est salisfaite par N— 1e 


en effet, son premier membre devient 


2? VA 22 x? y? 22 Ê 
int PAT TA PTS ADN U + À N?, 


c'est-à-dire égal à l'unité, en vertu de (1) et (4). 
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On peut s'assurer également que les dérivées de (3) 


LS NN Re 
PE AN (a A) M re 
2 2 "12 2 

a B [ Ni 0: 


Gp (Op (@—1ÿ À 
t'satisfai x — À; dans cette hypothèse, ell 
sont satistaites en prenant Re ans cette hypotnese, elles 


se réduisent en effet à 


x? y? 2° : 
CE" ] = D pie Br 
pr ne ba ne ci N O, 
æ? [ y? I 2 1 N? 
e AL ATS CPR RE Ge si 0" 


la première est la définition de N°, la seconde combinée avec 


la première donne 


PE ( l Ce 
: Eies Die — O . 
a* a? — À x) 
ou 
“Hg one Pi 144 At EEE SE PEN 
Mars h Or bi)À, 6 c—} 


c’est l'équation qui définit les rayons de courbure en #,, =; 


R 
quand on y remplace À par EE 
Ainsi donc : 


Pour trouver le lieu des centres de courbure principaux 
de l’ellipsoïde, il suffit de chercher son intersection avec 
la sphère (1) et d’exprimer que l'équation (5) a une Tra- 
cine triple : le centre de la sphère ainst déterminé sera 
sur la surface cherchée. 


Appliquons ce théorème : appelons X, y, v, p les racines 


de l'équation (3) pour des valeurs données de *, Dre KR: 


cette équation peut s’écrire 


a2(b2— À )(e2—X)X +... 
 Ri(a?— À)(b2—2)(c2— À)= A(a2—2X)(b2—2)(c2— À). 
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Le produit Auvo des racines de cette équation est égal à 


R?2a?b?0c?; 

on a donc 
p? — up 
a? b? ec? 


Si l’on change a? — À en W, la même équation (3) prendra la 
forme 


a? 62 y? R2 


+ © + dl + ——— 
À bi at Ver a) ORNE 


—= I; 


en chassant les dénominateurs et en écrivant que le produit 
des racines est (a? — À)(a?— w)(a?—y)(a? — p), on trouve 


(a 2 AA ALES 
(a? — b?)(a2— c?)a? 
ga (2 D)(B— BND? NI (D — 0) 
(b2— c2)(b2— a2)b? à 
ee Ce? AC? p}(ct =>) (SES 
(c— a?)(c?— b?)e?, 


ND 


A — 


Prenons yes ouel les équations suivantes feront con- 
naître les centres de courbure de l’éllipsoïde, ainsi _que le 
rayon cor respondant, 


(a?— })(a2— p} 

g2 — (b2— )1)(b2— 93 
(b?— c2)(b2— a2)b2?? 

(PAIE 


an 
(c?— a?)(c?— b?)c? 
RP À u3 
LA papas 


Cettè méthode est de M. Darboux. 
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XVI. — Courbure des courbes tracées sur une surface ou théorème 
de Meusnier et ses conséquences. 


Proposons-nous de trouver le rayon de courbure d’une 
courbe tracée sur la surface 


G) f(a, 7, 3)= 0. 


L’équation (1) sera l’une des équations de cette courbe ; 
quant à l’autre, nous ne l’écrirons pas. Le centre de courbure 
de la courbe se trouve : 1° sur l’axe du ‘cercle osculateur, 
lequel a pour équations 


OX x\dr +(Y—7y)dy +(Z—z)dz —=0, 


(2) | à pe à Ms 
(X—x)d x +(Y —y)dy+(Zz—3z)® 


ds? ; 


Î 


2° sur le plan osculateur. Il est inutile, je crois, de rappeler 
que les équations (2) sont celles du plan normal et celles du 
plan normal infiniment voisin, dont on a retranché la pre- 
mière. Les formules (2) jointes à l'équation du plan oscula- 
teur feront connaître les coordonnées X, Y, Z du centre de 
courbure. 

Mais ce n’est pas encore là que nous voulons en arriver. 
La première équation (2) est celle d’un plan passant par la 
normale à la surface : cette normale rencontre donc l’axe du 
cercle osculateur; cherchons le point de rencontre en ques- 
tion. Les équations de la normale sont 

Near Vrery Zi ? 


p désignant la distance du point de rencontre au point 
(x, y, 3). Si l’on élimine X — x, Y — y, L— entre (2) et 
(3), on trouve : 


1° L'identité 


(4) f1dx + fa dy + fsdz —0; 
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2° La formule 


(5) | LABa+fdy +fsd3)= ds? 
ou 
(6) p ds? 


N  f\dx+fidy +f;d'a 
Or, en différentiant (4), ona 


fi dax + f;d?y + f;d2z 
= —( fu Lx + fo dy + f33 d?3 + 2 f23 dy dz + 92 f3 dx dz + 2 fs dx dy ); 


par suite, (6) affecte la forme 


— ds? « 
- o(dx, dy, ds) 


(6 bris) 


Zro 


en d’autres termes, o ne dépend pas de dx, d'y, d?z, il ne 
dépend que de dx, dy, dz. Donc : 


Les axes des cercles osculateurs de toutes les courbes 
tracées sur la surface et possédant la même tangente en M 
rencontrent la normale à la surface en M, au même point, 
qui est évidemment le centre de courbure de la section nor- 
male passant en M suivant la tangente considérée. 


Soient 


ne 
N 

O0 
MT la tangente; 


MO la normale à la surface ; 
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CO l'axe du cercle osculateur d’une courbe dont CM est le 
rayon de courbure ; 

O sera le centre de courbure de la section normale et lon 

aura, en appelant y l'angle que le plan osculateur de la courbe 

fait avec Le plan de la section normale, 


MC = p cosy. 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 


Tuéorëwe ne Meusnier. — Le rayon de courbure d’une 
courbe quelconque tracée en un point d’une surface est la 
projection du rayon de courbure de la section normale 
passant en ce point sur Le plan osculateur de cette courbe. 


D nie = Le rayon de, courbure d’une courbe 
quelconque tracée sur une surface est égal à celui de la 
section faite par son plan osculateur dans la surface. 


Il est facile d’en conclure que le lieu des centres de cour- 
bure de toutes les lignes qui passent par un point donné 
d’une surface est une surface du quatrième degré dont les 
sections normales sont circulaires et dont l’équation est 


2 2 \ 


TE RAS 

ÉCraeg2) (2-47? 1651) — + Pere 

RARE 

R;, et Re désignant les rayons de courbure principaux en #, 
y, 3. Cette surface est, bien entendu, osculatrice de la sur- 


face proposée. 


XVII. — Théorème de Hachette. 


Nous représenterons la courbure d’une courbe par une 
droite numériquement égale à cette courbure et portée sur 


la normale principale. Les composantes de la courbure seront 


dx dy d'z 
alors FF È ET PTT (p: DO): 


Considérons une courbe tracée sur deux surfaces 


fe 0; F0; 
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en différentiant ces équations et en nous servant toujours des 
mêmes notations, nous aurons 


dx dy dz 
fi orne TT rEnls TE Ta 
dx dy dz 
M7 ia PPS 
et, en différentiant encore, 
dx \? dx dy d'æ 
ff) +? ess Ra "1e L'IOLARSS 
dx \? dx dy dr ‘4 
Fu() Hobase  :e M ds? ere Cie 
L's | (LE NOR AYANTEN LE TEE TA LU 
S1 l’on pose ds Lo =) 37 — 4 et si l’on désigne par 


X, Y, Z les composantes de la courbure, on pourra écrire 
ainsi ces formules 


o(z', y, 3')+ fiX + f2Y a 32 — O, 
Pr, ,3)+FiX+F Y+F:Z =0, 


en désignant par + et ® les termes du second degré en x! a 
3’ qui entrent dans les formules précédentes. On a d’ailleurs 


Xx' + Yy 735 070 
de ces trois formules on tire 


(HAE Tr CE —9Fs)— 2 (Pf—9F:)] ü 
DPF — flo) + Pa Fifi F3) + 2 (Ja Fa = fe Fa) 


Supposons que, dans cette formule, on remplace F(Ë, n, €) 
par (6—x)F,+(n —J)F:+(C—3:)F;, c'est-à-dire que 
l’on remplace la surface F — o par son plan tangent: en appe- 
lant X, la valeur que prend X, il viendra 


(YF 2 F3)9 
ENV ET AIT 
—(Y'f3 — 3 f2)P 
L'(f2 F3 — f3 F2) +. 1 LNE 


Xi 


2 


I 


X7 
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on en conclut 
Xi XF + XF. 


Cette formule et ses analogues montrent Que : 


_ THÉOREME DE Hacuerre. — La courbure d’une courbe 
tracée sur deux surfaces est la résultante des courbures 
des courbes d’intersection de chaque surface par le plan 


tangent de l’autre. 


XVIII. — Des points singuliers des surfaces. 


On appelle points singuliers d’une surface les points pour 
lesquels le z ne peut être supposé développable par la formule 
de Taylor, quelque petits que soient les accroissements de 
x, y, et cela même après une transformation de coordonnées ; 
c’est-à-dire qu'en un point singulier les dérivées du 3 sont 
indéterminées, infinies ou discontinues. 

Nous ne nous occuperons ici que des surfaces dont l’équa- 


tion est de la forme 
LEE Y 2) — O, 


f désignant une fonction toujours développable par la formule 
de Taylor pour des valeurs suffisamment petites des accrois- 
sements de x, y, =. Les surfaces algébriques sont dans ce cas. 

Nous avons vu que, Si de ds “ n'étaient pas tous rois nuls, 
le lieu des tangentes en ce point à la surface était un plan, et 
nous avons déclaré singulier tout point où l’on avait à la fois 


0 
LE 0, ch 30; pires ( 
0x dy 3 
Taéonëme L. — En un point singulier, le lieu des tan- 


gentes à la surface est un cône du second degré, si toutes 
Les dérivées du second ordre de f ne sont pas nulles. Sinon 
le lieu sera un cône du troisième degré, à moins que toutes 
les dérivées du troisième ordre ne soient nulles, etc. 
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En effet, l'équation d’une tangente est 


X—2, Y=—y | 13 
@) | dr ue ANOEN TES 


dx, dy, ds désignant trois quantités infinitésimales liées entre 
elles par la relation 


f(x + dx, y + dy, 3+ dz)=0, 


of of of 
ë, 


Où / (x, y, 3) — 0. Si donc de ie 


sont nuls, on a, par la 


formule de Taylor, 


Hier ba RASE sc OR di 
- EE dx DIE dyds+...|+u=0, 


w désignant des termes du troisième ordre, que l'on peut 
négliger. L'élimination de dx, dy, dz entre cette formule et 
(1) donne le lieu des tangentes 


2 2 
(X— x} er 2(Y—7Yy)(Z— 3) ne nt 

ce lieu est un cône du second degré, et l’on voit sans peine 
qu'il serait du troisième si toutes les dérivées secondes de f 
étaient nulles. | | 

On appelle points doubles tous ceux pour lesquels le lieu 
des tangentes est un cône du second degré; points triples 
ceux pour lesquels le lieu des tangentes est un cône du troi- 
sième degré, etc. | 

Nous voyons que, pour qu’un point soit un point simple 
d’une surface, il faut une condition 


di 
pour qu’un point soit double, il faut 4 — 1 + 3 conditions 
f=0, | 
HE jte f 


ra d% ©? dz 
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pour qu'un point soil triple, il en faut 1 + RP Ne 


4 


f =, 
ORUE He of 
x) — O; Paiél PUR 
02 f QE 


se O 
0x? 0y 03 
En général, pour qu'un point soil d'ordre p, ul faut 


1-30 +... + 


De Lu p(p +1)(p +2) 
2 6 
conditions. 

Ainsi assujettir une surface du second degré à avoir un 
point double en un point déterminé de l’espace, c’est l’as- 
sujettir à quatre conditions ; donc les cônes ayant leur som- 
met donné ne peuvent plus être assujeltis qu’à cinq condi- 
tions, ce que l’on savait. 

Supposons que l'on prenne pour origine des coordonnées 
un point d'ordre de multiplicité p; l'équation de la surface 
prendra la forme 


2 


(1) co=fp+fpri + fpr tes 


f, désignant un polynôme du degré p en &, y’; Sn AUD 
polynôme du degré p +1, :-:. Le cône des tangentes à l’ori- 
gine aura pour équation 


Jp = 0: 
Coupons la surface par la droite 
RENTE Pr NA TR TP) 
nous aurons | 
o= pPfnfar B4)+ PP PH CE Ps DT 
Cette équation a p racines nulles; donc : 
Tuéorème II. — Toute droite passant par un point 


d'ordre p doit être censée rencontrer la surface en p 
points coincidents. 
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Cependant, si l’on a f(x, B, y) — 0, c’est-à-dire st la 
droite est une génératrice du cône tangent, elle ren- 
contrera la surface en p +1 points coincidents, car l’équa- 
tion en o aura p + 1 racines nulles. 

Enfin, si l’on a à la fois 


y Jp(a, F0; Îp+1(@, y) 


L’équation en p aura p + 2 racines nulles; donc til existe 
sur le cône tangent p(p +1) génératrices rencontrant la 
surface en p + 2 points confondus en un seul. 

En particulier, es tangentes en un point simple rencon- 
trant la surface en deux points confondus, deux d’entre 
elles rencontrent la surface en trois points confondus. Ce 
sont lès asymptotes de l’indicatrice. 

Ainsi les asy mptotes de l’indicatrice sont des droites os- 
culatrices, ayant avec la surface un contact du deuxième 
ordre. 

Il pourra enfin arriver que l'équation f,,2 — 0 admette 
des solutions de f, —0, f,,1 —0, et, dans ce cas (excep- 
onnel, il ne faut pas l’oublier), certaines tangentes pourront 
rencontrer la surface en plus de p + 2 points. 

Il va sans dire que les plans passant par un point multiple 
d'ordre p couperont en général la surface suivant des 
courbes présentant des points multiples d'ordre p. 

Supposons qu'il s'agisse d’un point double, le cône des 
tangentes sera du second degré : 

1° Le cône des tangentes est un cône réel ou imaginaire 
proprement dit. | 

Le point multiple est alors un point conique, si le cône 
est réel, ou un point isolé, si le cône est imaginaire. 

2° Le cône des tangentes se réduit à deux plans dis- 
Lincts. 

Le point multiple est dit point double biplanaire. 

3° Le cône des tangentes est un plan double; alors le 
point est dit uniplanaire. 

Lorsque le cône des tangentes en un point est d’un degré 
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supérieur, on définit ordinairement la nature du point mul- 
tiple en indiquant la nature du cône en question. 

Il existe sur quelques surfaces des lignes singulières, le 
long desquelles tous les points de la surface sont singuliers. 
Pour qu'il existe sur une surface une pareille ligne, il faut 
que les équations f — 0 de la surface et ses dérivées fi — 0, 
fe =0, fs = 0 aient une solution continue. 

Une ligne singulière est une ligne double, triple, ..., 
quand elle est l'intersection de deux, trois nappes de la surface. 


XIX. — Points singuliers des courbes gauches. 


Considérons une courbe gauche définie par deux équations 


algébriques 

(1) p(X, Y, Z)=0,  YCX, Y, Z)=0. 

Transportons l’origine au point (æ, y, 4) de cette courbe, et 
posons 

(2) MT AE, Y=Yy+",; Z=z+é, 


les équations (1) et (2) deviendront, en leur appliquant la 
formule de Taylor et en observant que o(x,y,s3)etŸ(x, y, 2 


sont nuls, 
PET CPE CES 
. a An rue 
(x bis) e se à 
Ÿ À + Ü ( 


w et w désignant des termes du second ordre en &, n, 6. Si 
l'on fait E — pa, n — ph, EN TMS désignant les pro- 
jections de la longueur un, portée dans la direction 6, n, C 
sur les axes de coordonnées, on a 


FE tr 


. 3 0Y 03 
(a bis) RU 
MEL V5 + PO 


L. — Traité d'Analyse, IL. | 30 
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w, et w, désignant des quantités finies pour p = o. Ces deux 
équations font connaître les coefficients directeurs de la sé- 
cante issue du point (x, y, z) et terminée à un point quel- 
conque æ + 6, y +n, 3 + € de la courbe, et, quand on fait 
converger p vers zéro, les équations 


. 52 FUE 07 NI ns 
Se, TRUC 
rie ne HSE 


font connaître les coefficients directeurs de la tangente à la 
courbe, à savoir 


.0(p, #) _a.d(p, Ÿ) _..d(w, 4) 
GER 5) Pots, CO E 


En général, ces rapports ont des valeurs bien déterminées, 
et la tangente rencontre la courbe en deux points confondus; 
il n’y a d’ailleurs qu’une seule droite rencontrant la courbe 
en deux points confondus en x, y, z. Toutefois, la tangente 
pourra avoir avec la courbe un nombre de points communs 
en æ, y, 3 Supérieur à deux : c’est ce qui arriverait si les va- 
leurs de à, , y tirées de (3) ou (3 bis) annulaïient w, et æ.. 

Avant d'examiner le cas où les trois déterminants qui 
figurent dans (3 bis) seraient nuls, nous en supposerons deux 


: dy +6 ES 
nuls, pour faire observer que le rapport da St indéterminé ; 


si l’on suppose, par exemple, à — $ — o, la tangente à la 


courbe gauche est bien déterminée; mais, comme cette tan- 
gente est parallèle aux z, sa projection se réduit à un point 
sur le plan des xy. On sait, en effet, que, dans ce cas, la pro- 
jection présente un rebroussement. 

Supposons maintenant que l’on ait à la fois 


(5) OC" Li 0 (PERTE 


(y, 3) j 0 0(s, 2) T0 Co 


PT CRE 0 no) CU È : 
&, 5,7 sont indéterminés et a re Œ che YS est égal, à un 
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4 à db où dŸ » L 
facteur près, à à 7 + FE +5 ou, si l’on veut, on a 


DORE Op AD CYR 


) 


0x‘ 0x dy dy 03° 03 
les surfaces (1) sont tangentes, et l’on peut remplacer le sys- 
tème (2) par le suivant, obtenu en combinant les équations 
de ce système par voie d’addition 

o—=4 +8 +y 2 + pui, 
vA 3 
0 = 2 (wi — Àwi), 


ou, en divisant la seconde par p et en remplaçant w, et 54 
par leurs valeurs 


Deer 0? 0 dœ 
D y Nain 
(5) 
PTE AY) 28 92(9 AY) ” 
= “a > te % dy0z ae 2 0) 


w, désignant une quantité finie pour p — 0. Si alors on fait 
tendre p vers zéro, on obtient en général deux équations 
limites qui feront connaître deux valeurs des rapportsæ:f:7; 
nous sommes en présence d’un point double. 

® Nous nous arrêterons ici; on voit sans peine comment on 
devrait continuer la discussion, qui présentera de grandes 
difficultés dans la pratique, à cause des équations à plusieurs 
inconnues que l’on peut être obligé de considérer. Nous 
fxerons seulement l'attention du lecteur sur deux points : 


Ne doivent étre considérés comme points singuliers dans 
les courbes gauches que ceux où les coefficients directeurs 
de la corde infiniment petite sont discontinus ou indéter- 
minés. 


Ainsi, la présence d’un point singulier dans la projection 
d’une courbe gauche ne décèle en aucune façon la présence 
d'un point singulier dans la courbe elle-même. Si, par 
exemple, une projetante parallèle à l’axe des 3 rencontre la 
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courbe gauche en deux points, son pied sur e plan des zy 
sera un point double. 


Lorsque deux surfaces se touchent, leur intersection 
présente ordinairement un nœud au point de contact. 


EXERCICES ET NOTES. 


1. L’équation aux rayons de courbure principaux en coordonnées 
semi-polaires est 


R? A ! R ! ! Ÿ 9 
Ras —0?)— j(ac + ca'— bb") + ac — b? = 0, 
formule où l’on a posé 
0z \? 1 03 \? 
Tor) Tr 06) ? 


022 03 ; À (%) 
A —— —T —) d=r+|—); 


< 
[ 


00? or 08 

23 OZ , _ 03 03 
SE RER 
voir HR 03 \? 
or PAT NOTEE 


2. Le lieu des centres de courbure principaux d’une surface déve- 


loppable est la surface rectifiante (p. 388) de son arête de rebrousse- 
ment. 


3. Soient 


L : J 
— la courbure d’une surface dans une direction donnée; 
P 


: l'angle que cette direction fait avec sa conjuguée ; 
R et R' les rayons de courbure principaux de la surface, 
on à 

1 sint /1 EN Oo 

EE — + — —, = Oe 

Br SO R TOR SSSRT 

(NicoLAIDÈS, Comptes rendus; 1865.) 
4. Dans l’hyperboloïde dont le cône asymptote possède trois géné- 


ratrices formant un trièdre trirectangle, la corde normale est moyenne 
harmonique entre les deux rayons de courbure principaux. 
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8. Trouver le lieu des centres des surfaces du second degré de 
révolution, osculatrices entre elles en un point donné. 


6. Trouver l'équation des surfaces du second degré, osculatrices en 
un point donné d’une surface et ayant un sommet au point d'oscu- 
lation. — Lieu des centres de ces surfaces. 


7. Étant donné un système de surfaces du second degré homofo- 
cales, trouver le lieu de leurs ombilics. 


8. Parmi les surfaces du troisième degré, y en a-t-il qui possèdent 
une ligne ombilicale, c’est-à-dire dont tous les points soient des 
ombilics ? 


9. Trouver les ombilics de la surface des ondes (p. 387). 
10. La surface des ondes a-t-elle des points paraboliques ? 


11. Étant donnée une fonction f de trois variables æ, y, 4 Coor- 
données d’un même point (fonction de point d'après Lamé), démontrer 
que l’on peut toujours prendre des axes de coordonnées, tels que la 


ù à £ ; Lx: 02 0? 0? 
fonction ait en un point donné des dérivées ou ; Je , J nulles. 
dy03 0z 0x  0æ0Y 


12. Par l’origine des coordonnées ou même des droites égales et 
parallèles aux rayons de courbure principaux d’un ellipsoïde, étudier 
Je lieu des extrémités des droites ainsi menées. 


FIN DU TOME DEUXIÈME. 
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